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Esta obra estd dedicada a aquellos alumnos que,
sin tener grandes conocimientos de Geometria métri-
ca, han de iniciar el estudio de la Geometria Descrip-
tiva.

Por ello hemos intentado exponer, de la manera
mds clara posible, la obtencion de las diversas pro-
yecciones de un cuerpo en los cuatro sistemas de
representacion, asi como la de su perspectiva caballe-
ra y conica, no habiéndose regateado esfuerzo alguno
para que el estudiante pueda comprender las teorias y
razonamientos por complicados que puedan parecer.

Las normas generales que resumen, a grandes ras-
gos, el método de enserianza adoptado son:

a) Basar los razonamientos en los teoremas ele-
mentales de Geometria métrica, explicando éstos pre-
viamente por si el alumno los desconociera

b) Razonar los ejercicios (resolviéndolos previa-
mente en el espacio) y deducir el método a seguir que
luego ha de aplicarse en cualquier sistema de repre-
sentacion.

¢) Indicar una serie de reglas generales para resol-
ver problemas de modo mecdnico, evitando asi razo-
namientos innecesarios.

d) Utilizar figuras que permitan ver las proyeccio-
nes de los elementos geométricos y sus posiciones en
el espacio.

PROLOGO

La eficacia de este método ha sido confirmada por
las numerosas ediciones publicadas y por haber sido
recomendada la obra en gran niimero de Escuelas y
Centros Superiores y Técnicos de Ensefianza.

Para corresponder a tan favorable acogida, a par-
tir de la 5° edicion, se hicieron sucesivas ampliaciones
para abarcar las materias incluidas en los actuales
programas de estudio. Se incluyeron nuevos capitulos
de sombras, proyeccion central, gnomonica y reloj de
sol y otros, se ampliaron considerablemente como los
de interseccion de superficies, proyeccion axonométri-
ca ortogonal y perpectiva caballera y conica.

También se adopto una nueva notacion mds clara e
intuitiva que la anterior y se utilizé la numeracion
decimal en capitulos, pdrrafos y figuras, por conside-
rarla mds prdctica y sencilla.

En la 21% edicion se incluyeron. poliedros regulares
convexos, conjugados y semirregulares: prismas y
antiprismas regulares y perspectivas de circunferencia
y esfera.

Para simplificar el método de ensefianza, en las
veintitrés primeras ediciones no se utilizaron propie-
dades de Geometria proyectiva pero la experiencia de
tantos arios de profesorado aconseja incluir, aunque
sea someramente, las relaciones homoldgicas y afines
entre formas planas, proyecciones y abatimientos con
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las que tan fdcil y elegantemente se resuelven muchas
cuestiones.

Esta es la innovacion principal de la actual edi-
cion, caracterizada ademds por su distinto formato,
mayor tamafio de pdgina y aumento del niimero de
figuras. También se ha revisado totalmente la obra; se
han reducido o simplificado materias y razonamientos
y se han incluido algunas ampliaciones sobre propie-
dades de lineas y superficies; axonometria ortogonal
y oblicua; perspectiva oblicua y frontal (caballera y
militar); método perspectivo de Reile y de planta y
vista separadas; perspectiva de terrenos, etc.

Seria una ingratitud por mi parte no citar a los que
con tanto interés y pericia han colaborado en la com-

posicién, tirada y encuadernacion de esta edicion.
También quiero hacer constar que este trabajo no
hubiera visto la luz, de no haber estado alentado y
apoyado por los que dentro y fuera de Esparia, han
adquirido o recomendado mi obra.

Al hacer patente tan valiosas ayudas, solo pretendo
reconocer la gran deuda de gratitud con ellos contrai-
da y expresar a todos, profesores, alumnos y colabo-
radores, mi mds expresivas gracias.

F IZQUIERDO



Para evitar toda indeterminacion o confusién entre
elementos geométricos y proyecciones, hemos utilizado,
lo mismo que en n/ G. D. S. y A, la notacién siguiente:

1. Elementos geométricos del espacio

Los puntos se representan con mayisculas: A, B, M,
B ..
Las rectas y lineas, con mindsculas: a, b, n, 1, ¢, ...
Los planos, con minusculas griegas: o, B, vy, ...
Los cuerpos y superficies, con mayusculas griegas:
A, Z, Q, ... (o latinas, si no hubiera posibilidad de con-
fusién).

El elemento definido por otros, se representa como
sigue:

NOTACIONES Y
ABREVIATURAS

Punto de corte de la recta r y el plano a: [r, of.

Recta de interseccién de los planos ay B: [a, B].

Plano determinado por el punto A y larecta r: [A, r].

Plano definido por dos rectas @ y m que se cortan:
[a, m].

2. Planos de proyeccion

Para distinguirlos de otros planos, se les designa por
su inicial en maytscula. El horizontal, por H; el vertical
(primer vertical), por V, y el segundo vertical, por W.

Si el plano de proyeccién es arbitrario, se represen-
ta por la letra 7, lo mismo que en cénica.
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3. Proyecciones de punto y recta (Fig. a)

a) En proyeccién diédrica, con las mismas letras del
elemento del espacio, afectada del subindice 1, 2 6 3,
segin se trate de la proyeccion sobre el horizontal,
vertical o segundo vertical, respectivamente. Las pro-
yecciones de un punto A son, por tanto, A, y A,, y las
deunarectar, r yr,.

Para indicar que A o r estdn dados por sus proyec-
ciones, se emplea también la notacién = y se escribe
asi: A = A|-A,, r = r,-r,. Por tanto, es lo mismo decir:
punto A que punto A,-A,, rectar o recta r,-r,, etc.

b) En proyeccién axonométrica, el punto A se pro-
yecta sobre los planos coordenados en A, A,y A,, ¥y
las proyecciones respectivas de estos cuatro puntos
son: A’, A, A, y A’, procediéndose andlogamente en
cénica.

4. Trazas de recta y plano, con un plano de
proyecciéon

Por ser puntual la traza de una recta, se la designa
con la letra del plano de proyeccién de que se trate, y
la letra de la recta, como subindice. Asi, H, es la traza
horizontal de la recta r, y sus proyecciones quedan
también definidas, puesto que la horizontal coincide
con H,, y la vertical estd en LT (linea de tierra).
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Andlogamente, las trazas h,-v, de un plano ¢, por la
letra del plano de proyeccion en mintscula, y la griega
del plano, como subindice.

5. Lineas de referencia

Linea de tierra, en diédrica: LT.

Proyecciones de los ejes X, ¥, Z, en axonométrica:
X,Y,Z.

Proyecciones de los ejes X, ¥, Z, en caballera: X, Y’, Z.

Linea de tierra y horizonte en perspectiva lineal: ¢ y A.

6. Coincidencia de elementos

En geometria proyectiva o con elementos del espa-
cio, la coincidencia de puntos, rectas o planos se
representa por la notacién = y en proyecciones, con
dicha notacién o con guién. Ejemplos: Puntos o rectas
coincidentes: A =B =C, r =5 =t. Puntos y proyeccio-
nes coincidentes: H-A,-B, 6 H,=A, =B,.

7. Abreviaturas utilizadas

n/G.D. = nuestra Geometria Descriptiva.

1/E. de G.D. = nuestros Ejercicios de Geometria
Descripiva.

n/D.T. = nuestro Dibujo Técnico (Editorial
Anaya).



1.1. Elementos geométricos

Los conceptos primarios o elementos fundamenta-
les de la geometria son el punto, la recta y el plano.
De aqui, el fracaso de cuantos intentos se han realiza-
do para definirlos, a pesar de la facilidad con la que
los imaginamos o materializamos.

El plano lo identificamos, por abstraccién, con la
superficie del agua tranquila de un estanque; la recta,
con un rayo de luz y el punto, con la interseccién de
dos rectas.

1.2. Formas geomeétricas. Clasificacion

Se llama figura geométrica a cualquier conjunto
determinado de elementos (puntos, rectas, planos) ais-
lados o relacionados entre si. Ejemplo: el segmento, el
poligono, la pirdmide, etc.

Formas geométricas son los conjuntos continuos de
infinitos elementos (puntos, rectas, planos) en los que
pueda contenerse cualquier figura. El concepto de
forma es, por tanto, mas general que el de figura.
Ejemplo: todas las figuras planas (segmentos, angulos,
poligonos, curvas planas, etc.) pertenecen a la forma
plana. Las formas se clasifican en tres grupos:

1.° FORMAS DE PRIMERA CATEGORIA .-
Constituidas por elementos de una sola especie (sélo
puntos o sé6lo rectas o s6lo planos). Las més sencillas

1. FORMAS GEOMETRICAS
PROYECCION Y SECCION

o fundamentales son (Fig. 1.1):
a) La serie rectilinea o conjunto de los infinitos

ABCDE bjc\d
L

(a) Serie rectilinea. (b) Haz de rectas. (c) Haz de planos.

Fig. 1.1.—Formas de 1° categoria.

puntos A, B. C, ..., (Fig. a) de una recta r (base
de la serie). Son figuras de esta forma: el seg-
mento o cualquier conjunto de puntos de r.

b) El haz de rectas, haz de rayos o radiacion plana
(Fig. b). Es el conjunto de las infinitas rectas q,
b, ¢, ... de un plano (base del haz) que pasan por
un punto V (vértice o centro). Son figuras de
estas formas el dngulo y el haz de rayos o semi-
rayos, en nimero finito.

¢) El haz de planos o conjuntos de los infinitos pla-
nos (Fig. ¢) que pasan por una recta a (arista del
haz). Son figuras de esta forma: el d4ngulo diedro
y el haz de planos aislados o en nimero finito.

1
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(a) Forma plana.

Fig. 1.2.—Formas de 2° categoria.

2.° FORMAS DE SEGUNDA CATEGORIA.
Constituidas por elementos de dos especies (puntos y
rectas o rectas y planos). Las fundamentales son (Fig.
1.2):

a) La forma plana o conjunto de todos los puntos y
rectas de un plano (Fig. a). Son figuras de esta
forma: la serie rectilinea, el haz de rectas y todas
las figuras planas (lineas planas, poligonos, etc.)

b) La radiacién o conjunto de las infinitas rectas y
planos (Fig. b) que pasan por un punto V (vérti-
ce de la radiacion). Son figuras de esta forma: el
haz de rectas, el de planos, las superficies cé6ni-
cas y piramidales, etc.

3.° FORMA DE TERCERA CATEGORIA

Constituida por el conjunto de los infinitos puntos,
rectas y planos del espacio. Son figuras de esta forma:
los poliedros, las superficies curvas y regladas y, en
general, todas las figuras geométricas, incluyendo las
formas anteriores.

1.3. Elementos impropios

Los conceptos de punto, recta y plano, definidos en
Geometria Métrica, se generalizan en Proyectiva, al
admitir la existencia de los elementos impropios o del
infinito.

1.° PUNTO IMPROPIO. El concepto de direccién
es intuitivo y se representa por una flecha d o por
cualquiera de sus paralelas a, b, c, ... (Fig. 1.3) luego
st éstas tienen comun la direccién d, podemos definir
el punto impropio como la direccién de una recta. Por
tanto:

— Las rectas paralelas tienen un punto impropio

comun.
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(b) Radiacién.

Fig. 1.3.—Punto impropio de direccién d.

' '
Fig. 1.5.—Interseccion de dos

rectas impropias (orientacio-
nes de planos).

Fig. 1.4.—Plano determinado por
un punto propio y dos impropios.

— Dos rectas coplanarias, no coincidentes, se cortan

en un punto (propio o impropio).

— La recta determinada por un punto A y otro

impropio, de direccién d, es la paralela a d, traza-
da por A.

2.° RECTA IMPROPIA. Es la orientacion de un
plano, y queda definida por dos direcciones o puntos
impropios M.,y N, (Fig. 1.4). Las paralelas r y s a las
direcciones de M_ y N_, trazadas por un punto A,
determinan un plano ¢. Haciendo lo mismo con otros
puntos del espacio, obtendriamos nuevos planos para-
lelos entre si, es decir, con la misma orientacion.

Los puntos impropios (direcciones) de las rectas r,
s, ..., del haz de vértice A y base o estan contenidos en
la recta impropia r_, = M_ N_. (orientacién) del plano o
Por tanto:

—~ Dos planos, no coincidentes, se cortan segin una

recta (propia o impropia).

— Un plano queda determinado por un punto A y

una orientacion (recta impropia M, N_)

3. PLANO IMPROPIO. Es el conjunto de los pun-
tos impropios y rectas impropias del espacio. En efec-
to, dos planos no coincidentes oy B (Fig. 1.5) se cor-
tan, seguin una recta i cuyo punto impropio / pertenece
a las rectas impropias de a'y B, es decir:

Dos rectas impropias (orientaciones de o0y B) se
cortan segun un punto impropio (direccion de i) y
determinan el plano impropio, comiin a todas.



1.4. Operaciones proyectivas. Proyeccion
y Seccion

1. FORMAS GEOMETRICAS. PROYECCION Y SECCION

Las operaciones fundamentales de la Geometria
Proyectiva son proyectar y cortar (Fig. 1.6) y son las
utilizadas en Descriptiva para representar las figuras.

a) PROYECCION DESDE UN PUNTO

Proyectar un punto A desde V es trazar la recta VA
= a, llamada recta proyectante.

Proyectar una recta r desde un punto V es trazar el
plano o = [V, r] determinado por V y r, llamado
plano proyectante.

desde V, es trazar las rectas y planos que V determi-
na con los puntos y rectas de la figura. La radiaci6n
formada es la proyeccicn o perspectiva de la ﬁgura y
V, el centro de proyeccion.

Proyectar un figura formada por puntos y rectas

a’) SECCION POR UN PLANO

Cortar una recta a por un plano b es hailar la
interseccion o fraza m,de acon 7. :

Cortar un plano « por otro 7 es hallar 1a intersec-
cién o traza n, de con 7. : ,

Cortar una figura formada por planos y rectas, por
un plano 7 es hallar las frazas de dichas rectas y pla-
nos con 7. La forma plana formada por las trazas se
llama seccidn y 7, plano secante o plano seccion.

Fig. 1.6.— Proyeccién desde un punto V'y seccion por un plano o

b) finalmente: Proyectar una figura sobre un plano
es lo mismo que cortar la proyeccién por dicho plano.

Si el centro de proyeccidn es propio, la proyeccién
se llama cdnica o central y si es impropio, paralela o
cilindrica. Esta ultima se vidide en ortogonal u obli-
cua, seglin que la direccién de proyeccidn sea normal
u oblicua respecto al plano de proyeccidn.

1.5. Proyeccion conica. Propiedades

La proyeccidon de un punto A del espacio (Fig. 1.7),
desde un punto O, sobre un plano ¢ es (num. 1,4-b) la
interseccién o traza A, del rayo proyectante OA con o.
La proyeccidon de una recta r es la interseccion o traza

Fig. 1.7.—Proyeccion conica de punto y recta.

r, del plano {O,r], proyectante de r, con 0.

Para hallarla, basta unir las proyecciones C, y D, de
dos puntos C'y D de r. Si la recta pasa por O, como la
t, su proyeccion se reduce al punto ¢,.

La proyeccién de una curva ACD (Fig. 1.8), desde
0, sobre ¢, es la traza A,C,D, del cono proyectante de
la curva, con ¢. Las generatrices del cono son las pro-
yectantes de los puntos A, B, T, ..., y sus trazas A,, B,
T, ..., los puntos de la curva proyeccién.

Las propiedades mas importantes de la proyeccién
c6nica, deducidas de lo expuesto, son:

a) Si una recta o una superficie es proyectante,
todos sus puntos se proyectan sobre su traza con el
plano de proyeccion a. Tal sucede con la recta ¢, el
plano [V, r] (Fig. 1.7) o el cono proyectante de la
curva ACD (Fig. 1.8).
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Fig. 1.8.—Proyeccion de una curva
y de la tangente de ella.

b) Si dos o mds rectas r y s (Fig. 1.9) se cortan en
un punto A, sus proyecciones r, y s, pasan por la pro-
yeccion A, de A puesto que si A pertenece ary s, A,
ha de pertenecer a r, y s;. Lo mismo sucede con dos
curvas o con recta y curva.

c) Si dos o mds rectas r y s (Fig. 1.10) son parale-
las, de direccion I (no dibujada), sus proyecciones r; y
s, concurren en la proyeccion F de I (siendo OF para-
lela a la direccion 1) y si r y s son también paralelas a
@, r; y s, son paralelas a ellas. Ambas propiedades se
deducen facilmente de la anterior.

_d) Si una recta r (Fig. 1.8) es tangente a una curva
ACD en un punto T, su proyeccion r, es también tan-
gente a A,C,D, en la proyeccion T, de T, puesto que si
el extremo B de la secante s = BT recorre la curva,
aproximandose a 7, B, recorrerd A,C,D,, aproximén-
dose a T, y en el limite, cuando B tienda a confundirse
con T y s se convierta en la tangente » (n° 14,2), B,
tenderd a confundirse con T, y s, se convertird en la
tangente a A,C,D,en T,.

1.6. Invariantes de la proyeccion conica

Al proyectar el cuadrado ABCD (Fig. 1.11), desde
O, sobre el plano «, se obtiene el cuadrilatero
A;B,C,D, lo que demuestra que han desaparecido las
propiedades caracteristicas del cuadrado, tales como
la igualdad y magnitud de sus dngulos, y el paralelis-
mo, perpendicularidad e igualdad de sus lados.

En la figura 1.12, también se observa que la ordena-
cién y separacion de los puntos A, By C es distinta de
la de sus proyecciones A, B, y C,, es decr, que B, por
ejemplo, es interior al segmento AC (separaa Ay C)
mientras que B, es exterior a A,C,.
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Fig. 1.9.—Proyeccion de rectas
que se cortan.

Fig. 1.10.—Proyeccion de rectas
paralelas.

Fig. 1.12.—Ordenacion y separacion de puntos en proyeccion conica.

Las propiedades geométricas de una figura que se
conservan al proyectarla se llaman invariantes proyec-
tivos. En proyeccion conica no son invariantes, como



hemos visto, el paralelismo, la perpendicularidad, la
igualdad, la semejanza o la separacién y ordenacion
puntual, ni magnitudes como: longitudes, dngulos,
areas, etc.

Los invariantes o propiedades geométricas que se
conservan son: la incidencia (estar en o pasar por),
interseccién y tangencia y dentro de las proyectivas, la
razén doble, la polaridad, etc.

Fig. 1.13.—Proyeccion cilindrica de una figura, de plano
paralelo al de proyeccion.

1.7. Proyeccién cilindrica

Los invariantes de esta proyeccién son los citados
en cOnica mas los debidos al paralelismo de los rayos
proyectantes que son: el paralelismo, la separacién y
ordenacién puntual, y la razén simple de tres puntos.
Asi, en la figura 1.13, la proyeccidn cilindrica de una
figura de plano paralelo al de proyeccién es otra igual
a ella, puesto que las secciones cilindricas (prismati-
cas) de planos paralelos son iguales y en la figura
1.14, la proyeccién del cuadrado ABCD sobre ¢, en la
direccién de las flechas, es el paralel6gramo A,B,C,D,,
puesto que siendo paralelos los planos proyectantes de
los pares de lados paralelos, sus trazas con @, también
lo serédn.

1.8. Objeto de la Geometria Descriptiva.
Sistemas de representacion

La Geometria Descriptiva permite representar sobre
un plano las figuras del espacio, por medio de proyec-

1. FORMAS GEOMETRICAS. PROYECCION Y SECCION

ciones y a partir de éstas, resolver los problemas de
los elementos del espacio, utilizando s6lo construccio-
nes de Geometria plana. Esta reduccién del espacio al
plano se consigue, proyectando las figuras sobre el
plano de la pizarra o del dibujo.

Los sistemas de representacion utilizados en
Descriptiva son:

Sistema diédrico, de doble proyeccién o de Monge.

Sistema acotado.

Sistema axonométrico y

Sistema cénico o central.

Fig. 1.14.—Proyeccion cilindrica de un cuadrado.

En los tres primeros sistemas, se utiliza la proyec-
cién cilindrica y en el cénico, la proyeccion cénica o
central. De ahi, su nombre.

La condicién fundamental que debe reunir todo sis-
tema de representacion es la reversibilidad, es decir,
que dada una figura espacial, pueda siempre obtenerse
sus proyecciones sobre un plano e, inversamente, que
dadas las proyecciones, pueda determinarse la posi-
cién espacial de cualquier punto de la figura.

Para completar el estudio de las proyecciones, a
continuacién se exponen las relaciones que existen
entre formas planas, proyecciones y abatimientos, de
frecuente uso en todos los sistemas, por la facilidad y
elegancia con que se resuelven muchos problemas.
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2. RELACIONES ENTRE FORMAS
PLANAS, PROYECCIONES Y
ABATIMIENTOS

2.1. Homologia entre forma plana
y proyeccion

a) Una forma F de plano o (Fig. 2.1) y su proyec-
cién F’, desde un punto V, sobre un plano 7, son sec-
ciones planas de la radiacion de vértice V y se llaman
homoldgicas. Se caracterizan porque cada punto A y
su proyeccion A’ (puntos homélogos) estdn alineados

Fig. 2.1.— Homologia entre forma plana y su proyeccion conica.

con el vértice V (centro de homologia) y las rectas
homologas ABy A’B’; ACy A’C’; ... se cortan en pun-
tos de la interseccion ¢, de ¢y & (eje de homologia)
que es una recta de puntos dobles.
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En la homologia espacial, si los puntos homélogos
estdn alienados con el centro V, las rectas homélogas
se cortan en ¢l eje 7, y a la inversa.

Fig. 2.2.—Afinidad entre forma

Fig. 2.3.—Afinidad entre forma
plana y su proyeccion cilindrica. plana y su proyeccién ortogonal.

El punto I’ de F’, homdlogo del impropio I de F,
se llama punto limite de F" y la recta I’, de F~’, homé-
loga de la recta impropia de « es la recta limite de 7.
Anélogamente, el homélogo J de J', es punto limite de
a, y I es la recta limite de o.

b) Si el centro de proyeccién V (Figs. 2.2 y 2.3) es
impropio de direccidén d (proyeccién cilindrica), 1a
homologia se llama homologia afin o, simplemente,
afinidad, de eje t, y direccion de afinidad 4. En la afi-
nidad no existen puntos limites ni rectas limites, pues-
to que si A, por ejemplo, es impropio, la recta AA, es
impropia y corta a 77 en un punto impropio A,.



2. RELACIONES ENTRE FORMAS PLANAS, PROYECCIONES Y ABATIMIENTOS

2.2 Afinidad entre forma planay
abatimiento o giro

a) Abatir un plano « sobre otro 7 (Fig. 2.4) es girar
el plano « alrededor de su charnela o traza t,de ay
hasta hacerlo coincidir con 7. En este abatimiento
(Fig. a), las rectas A(A), B(B), ..., etc. que unen cada
punto con su abatimiento, son normales al bisector
del diedro ar, lo que demuestra que el abatimiento
(F) es una proyeccion cilindrica de F sobre 7, segiin
la direccion d normal al bisector B, luego (nim. 2,1-b)
Fy (F) son afines de eje t, = [0, ] y direccion de afi-
nidad d, normal al bisector del diedro or.

2.3. Producto de dos homologias
de eje comun

Si una forma F de plano o de la que sélo se ha
dibujado el segmento A B (Fig. 2.5), se proyecta desde
dos puntos distintos O, y O, sobre un plano 7, las pro-
yecciones F,; y F, se corresponden en una homologia
plana (homologia producto) de centro O, (traza de
0,0, con 1) y eje e (traza de o con ).

En efecto, el plano [A, A,, A,] definido por los rayos
proyectantes O,A; y O,A, de A corta a 7, segun la recta
A,A, que pasa por O, luego los pares de puntos A, A,
B, B,; ...; estaran alineados con O (centro de la homo-
logia). Por otra parte, el eje ¢ es comtn a las homo-
logias de centro O, y O,, luego si AB corta a e, en I,
sus homologas A,B, y A,B, también concurrirdn en /.
De aqui, que podamos enunciar:

Si dos radiaciones O, y O,, proyectantes de una
forma de plano o, son cortadas por un plano 7, las

Fig. 2.4.—Afinidad entre forma plana y su abatimiento.

La afinidad sera de direccién d o d,, segiin el senti-
do del abatimiento. Si o es normal a & (Fig. b), d for-
mara 45° con a0y 7.

b) Como el abatimiento es un giro, podemos enun-
ciar con mds generalidad: Si una forma plana F’ se
deduce de otra F por el giro de ésta, alrededor de un
eje e complanario con ella, F 'y F’ son dfines de eje e
y direccion de afinidad d, normal al bisector del die-
dro formado por los planos de F y F°.

Fig. 2.5.—Producto de homologias de eje comiin.

secciones F; y F, se corresponden en una homologia
plana (homologia producto), de centro O = [0,0,,%t] y
egiee=|o, m.

Si 0, u O, es impropio, F, y F, son homoldgicas. Si
0O, y O, son impropios (o la recta 0,0, es paralela a
1), F, y F, son afines.

2.4. Homologia entre proyeccion y
abatimiento de una forma plana

a) Si proyectamos una forma F de plano o (Fig.
2.6), desde V, sobre el plano 7 (cuadro), en F’, y aba-
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timos luego F sobre 7, en (F), F’ y (F) se correspon-
den en la homologia producto de dos homologias
conocidas, de eje comtn t, = [, ntf;lade Fy F’, de
centro V, (nim. 1,9) y la de F y (F), de centro impro-
pio V,, de direccién d, normal al bisector del diedro
o, (nim. 2.2).

Fig. 2.6.— Homologia entre proyeccion cénica y abatimiento
de formas planas.

El centro de la homologia producto es (nim. 2,3) la
traza O de VV, (paralela a d,) con 7 y coincide con el
abatimiento (V) de V, alrededor de /), sobre 7, por ser
o’ paralelo a ay VV, paralelo a d,. Por tanto:

En proyeccion conica, la imagen F’ y el abatimien-
to (F) de una forma F de plano o, sobre el cuadro m,
se corresponden en una homologia de plano T, eje t, =
[a, n] y centro O = (V) (abatimiento de V sobre el
cuadro, alrededor de 1}). Las rectas limites de F’ y (F)
son I’ y el abatimiento (/) = (d) de la linea de desvane-
cimiento [ =d de ¢, respectivamente.
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b) En proyeccion cilindrica (Fig. 2.7) Vy (V,) son
impropios, de direcciones d, y d,, y la homologia se
transforma en una afinidad. Por tanto:

Fig. 2.7.—Afinidad entre proyeccion cilindrica y
abatimiento de formas planas.

La proyeccion cilindrica F, y el abatimiento (F) de
una forma plana F de plano @, sobre un plano m, se
corresponden en una afinidad de eje t, = [, ©T] y
direccion de afinidad dada por la recta A, (A) que una
la proyeccion y el abatimiento de un punto A de F.

Fig. 2.8.—Afinidad entre proyeccion ortogonal y abatimiento
de formas planas.

En proyeccion ortogonal (Fig. 2.8), la direccién de
afinidad A, (A) es normal a t, (afinidad ortogonal).



2. RELACIONES ENTRE FORMAS PLANAS, PROYECCIONES Y ABATIMIENTOS

2.5. Proyeccion de una homologia entre
formas planas

Si proyectamos una forma de plano o (Fig. 2.9),
desde un punto O, sobre un plano ¢’, las formas o'y
o’ se corresponden (nim. 2,1) en una homologia de
centro O y eje t = [¢, o] y al proyectar todo desde
otro punto V, sobre un plano 7, los pares de puntos A
y A’; By B’; ...; alineados con O, se proyectan segin
puntos A, y A,’; B, y B,’; ..., alineados con la proyec-
cién O, de O.

Andlogamente, las rectas r= ABy r’ =A’B’, concu-
rrentes en un punto [ de ¢, se proyectan segun rectas 7,
=A,B,yr,’ =A,’B,’, concurrentes en la proyeccion I,
de I y lo mismo sucederd si V'y O son propios o
impropios. Por tanto:

La proyeccion de una homologia entre dos formas
planas distintas, de centro O y eje t = [a, ], desde
un punto V (propio o impropio) sobre un plano 7, es
otra homologia cuyo centro y eje son las proyecciones
O,y t,de O y t, respectivamente.

————mm
—===
= —
-
-

-

—
o

Fig. 2.9.—Proyeccion de una homologia.

En general, si se proyecta una afinidad desde un
punto 'V, propio o impropio, la proyeccién es homo-
logia o afinidad, respectivamente.
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l. SISTEMA DIEDRICO

A. GENERALIDADES

3.1. Generalidades

En este sistema se utilizan dos planos de proyec-
cién, perpendiculares entre si (Fig. 3.1-a), colocados
en posicién horizontal y vertical, por lo que se llaman
plano horizontal o primer plano y plano vertical o
segundo plano de proyeccion y se designan con las
letras H o 7, y V o m,, respectivamente. Su intersec-
cién, llamada linea de tierra, se designa por sus ini-
ciales LT (en maytisculas) y se representa con un trazo
en cada extremo.

Los planos de proyeccién dividen al espacio en
cuatro regiones, diedros o cuadrantes (numerados de [
a IV) y la linea de tierra divide a cada plano, en dos
semiplanos. El observador se supone colocado en el
primer diedro luego serdn vistos los puntos situados
en el primer cuadrante y en los semiplanos que lo for-
man (horizontal anterior y vertical superior).

La figuras se representan, proyectandolas ortogo-
nalmente sobre cada plano de proyeccidn y abatiendo
luego uno sobre el otro para obtener un solo plano,
coincidente con el del dibujo. Si estamos dibujando en
una mesa (papel horizontal), se abate el vertical sobre
el horizontal, en el sentido de la flecha y si dibujamos
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3. PUNTO Y RECTA

sobre la pizarra de pared, se abatiria el horizontal
sobre el vertical, en sentido contrario al anterior, obte-
niéndose en ambos casos proyecciones idénticas.

T
! L T
H/ !
L
A P
(a) (b)

Fig. 3.1.—Planos de proyeccion.

En el dibujo (Fig. b) sélo aparece, como tnica refe-
rencia, la linea de tierra con sus trazos extremos, pres-
cindiéndose de las letras L y 7, por no ser necesarias.
El semiplano inferior que contiene los trazos es el
horizontal anterior y el otro, el vertical superior.



3. PUNTO Y RECTA
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Ao tw As Fig. 3.3.—Puntos en distintos cuadrantes. Fig. 3.4.— Puntos en los planos
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I
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1 1Ag
d : ; proyeccion viene dada por la distancia de la proyec-
d|> 7 cion de nombre contrario a LT.
) A: T b) A veces se utiliza un tercer plano de proyeccion,
) . normal a Hy V, (plano de perfil) que se designa por W
Fig. 3.2.—Representacion El A 1 bre &l
del punto. o 1;. El punto A se proyecta ortogonalmente sobre €l,

Fig. 3.5.— Puntos en los bisectores.

3.2. Representacion del punto

a) Para representar un punto A del primer cuadran-
te, por ejemplo, (Fig. 3.2) se le proyecta ortogonal-
mente sobre los planos Hy V, en A, y A,. Estas pro-
yecciones se llaman proyeccidon horizontal y vertical y
se designan con los subindices 1 y 2, respectivamente.

El plano [AA,A,] determinado por las proyectantes
AA, y AA, (normales a H 'y V) es normal a LT, lo
mismo que sus trazas A A, y A/, luego, al abatir V
sobre H, A, describird un arco de 90° y coincidird con
la prolongacién de A,A,. La recta A A, (linea de refe-
rencia) se representa de puntos o trazos (figura infe-
rior) y ha de ser normal a LT.

Inversamente, si A A, es normal a LT, al deshacer el
giro del plano V, las proyectantes A,A y A,A determi-
nan, al cortarse, un punto tnico. La altura o distancia
h = AA, de A al plano horizontal se llama cota del
punto y su distancia d = AA, al vertical, alejamiento,
y siendo AA, = AA,y AA, = A,A, podemos enun-
ciar de un modo general:

La distancia de un punto a uno de los planos de

en A; (proyeccion tercera) y luego, se abate el plano
sobre el vertical, girdndolo alrededor de su traza z, con
V. La proyeccién A, describird un arco de 90°, de cen-
tro B, y radio B,A, = d, hasta situarse en la prolonga-
cién de A,B,,.

Dadas A,, A, y ¢, (figura inferior), podemos hallar
A, trazando A,B,, paralela a LT, y tomando sobre ella,
a partir de B, B,A, = A,A,, como se ve en la figura.
El punto A se designa por la notacién A = A;-A, o sdlo
por sus proyecciones A,-A, 0 A,-A,.

¢) Segun que el punto esté encima, en o debajo del
plano horizontal (Fig. 3.3), su proyeccién vertical
estard encima, en o debajo de LT, y andlogamente
sucederd con la otra proyeccén. De esto se deduce:

Los puntos del primero o tercer cuadrante tienen
sus proyecciones a distinto lado de LT, y su proyec-
cion vertical, encima o debajo de LT segiin que sea
del 1° 0 3°. Los del 2° 0 4° cuadrante tienen sus pro-
yecciones al mismo lado de LT encima, si es del 2° o
debajo, si es del 4°.

Los situados en H o V (Fig. 3.4) tienen su proyec-
cion vertical u horizontal, respectivamente, en LT y si
pertenece a LT, sus proyecciones también.

d) Finalmente, si pertenecen a los planos bisectores
B, v B, (primero y segundo bisector), equidistan de H
y V (Fig. 3.5), luego sus proyecciones equidistan de
LT y estdn a distinto lado de ella o son coincidentes,
seglin que pertenezcan a 3, o B, respectivamente.
(Ver nims. 2,1 a 2,8 de n/E. de G.D.).

21



GEOMETRIA DESCRIPTIVA

3.3. Representacion de la recta

Una recta r (Fig. 3.6) queda definida por sus pro-
yecciones ortogonales r; y r, sobre los planos de pro-
yeccién (proyeccidn horizontal y vertical de r). Si
viene dada por dos puntos A y B de ella, se hallan sus
proyecciones A, A,y B, B,,siendor,=AB,yr, =
A,B,.

Fig. 3.6.—Representacion de la recta.

Al abatir V sobre H, r, puede tomar cualquier posi-
cién. Inversamente, cualquier par de rectas r, y r, pue-
den ser proyecciones de una recta r del espacio ya
que, al desabatir V, los planos proyectantes de r, y r,
se cortan, segin una recta dnica » Se exceptua el caso
de ser r, y r, incidentes y normales a LT (recta de per-
fil), quedando la recta indeterminada, a no ser que se
conozcan dos puntos de ella.

3.4. Puntos notables de una recta

Por ser la incidencia un invariante proyectivo (nim.
1,6), si un punto A pertenece a una recta r (Fig. 3.6),
sus proyecciones A,y A, pertenecen a r, y r,, respecti-
vamente. Inversamente, si B, y B, pertenecenar,y r,
respectivamente, B pertenece a r. Los puntos més
notables son:

a) Traza horizontal H, y vertical V.. Son las inter-
secciones de r con H y V. La horizontal H, pertenece a
H, luego su proyeccién vertical H,, pertenecerd a LT y
ar,, es decir, sera la interseccién de r, y LT. Por tanto:

Para hallar la traza horizontal H, de r (Fig. 3.7), se
prolonga r, hasta su interseccion con LT y por este
punto, se traza la normal a LT hasta que corte ar, en
H,, = H, Las proyecciones de H, no son necesarias
porque H,, coincide con H, y H,, con LT, por lo que
s6lo se representa por H,.
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Andlogamente, para hallar V, se prolonga r, hasta
que corte a LT y por este punto se traza la normal a
LT hasta que cortear, en'V,

Fig. 3.7.—Trazas de una recta.

B) Trazas con los bisectores. Aplicando un razona-
miento andlogo a los puntos del bisector (nim. 3,2-d),
se deduce:

Las proyecciones de la traza N de r con el primer
bisector (Fig. 3.7) son las intersecciones de cada pro-
yeccion con la simétrica de la otra, respecto a LT La
traza M con el segundo bisector es la interseccion de

r,yr,

3.5. Partes vistas y ocultas

La parte vista de una recta r (Fig. 3.8-a) es la situa-
da en el primer cuadrante y estd limitada por los semi-
planos vistos (horizontal anterior y vertical superior),
siendo vistas las trazas H, y V, situadas en ellos. Por
tanto (Figs. ay b):

— Si las dos trazas son vistas, es visto el segmento

HYV.
~ Si sélo es vista una traza V,, es vista la semirecta
de origen V, que no contiene a H_.

— Si ninguna traza es vista, la recta [ es oculta.

Las partes vista se dibujan de trazo continuo y las
ocultas, de trazos o puntos.

3.6. Posiciones de la recta

En la parte superior de las figuras 3.9 y 3.10 se han
dibujado distintas posiciones de una recta r y en la
inferior, sus proyecciones. De ellas se deduce:

— Si r es horizontal (paralela a H), r, es paralela a

LT (Fig. 3.9).
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Fig. 3.8.—Partes vistas y ocultas de una recta.
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Fig. 3-9.—Rectas paralelasa Hy V.

— Si res frontal (paralela a V), r, es paralela a LT.

— Siresparalelaa LT, r, y r, son paralelas a LT.

Se llaman rectas de punta las perpendiculares a H y
V. No obstante, para evitar confusiones, llamaremos
vertical a la normal a H y recta de punta, a la otra.
Segin esto (Fig. 3.10):

Si r es vertical, r, es normal a LT y todos los puntos
de r se proyectan horizontalmente sobre su traza H, =

Vr
|
rp Ve || L\ rr
? ! r2 1\ 2
[ !
: 1 rz y\f 1
= 1 | I r -
1 1 H r 1 Hr
1 | |
: 1 b fry
l I frr
5 l i/
r1 -Hr ° Hr !
(a) (b) (c) (e) (d) 0
Vertical. De punta. De perfil. Contenida Concurrente Contenida
en H. con LT. enV.

Fig. 3-10.—Otras posiciones de la recta.

r, (por ser proyectante) y si es de punta, r, es normal a
LT y sus puntos se proyectan verticalmente, en V. =r,.
Sir es de perfil (situada en un plano de petfil), r, y
r, son incidentes y normales a LT.
SircortaalT, r,y r, concurren en un punto de LT.
Finalmente, si r estd en el plano horizontal o verti-
cal, r, o r, coinciden, respectivamente, con LT.
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Fig. 3.11.—Rectas secantes y paralelas.

3.7. Rectas secantes y paralelas

a) Si dos rectas se cortan (Fig. 3.11-a), las proyec-
ciones [, e I, de su interseccion [ pertenecen a las res-
pectivas proyecciones de las rectas (niim. 3,4) luego:

Las proyecciones del punto de interseccion I de dos
rectas r'y s son las intersecciones I, e I, de las proyec-
ciones homonimas r,, $; y r,, S,

b) Se exceptua el caso de que la recta s = AB sea de
perfil (Fig. b) ya que el punto /,-1, s6lo pertenece ar,
debiendo comprobarse, como mds adelante veremos,
si también pertenece a s.

¢) Si I,-1, es impropio (Fig. ¢), las rectas son parale-
las. La proyeccién I, es también impropia, luego r, y
s, son paralelas y lo mismo sucede con r, y s,. Por
tanto: Si dos rectas son paralelas, sus proyecciones
homonimas también lo son.

3.8. Posiciones respecto a los bisectores

Si r estd en el primer bisector (Fig. 3.12-a), las pro-
yecciones de cualquier punto A de ella equidistan de
LT (ndm. 3,2-d), luego r, y r, son simétricas respecto a
LTy las paralelas a r (paralelas al bisector) son (nim.
3,7-c) de proyecciones paralelas ar, y r,. Por tanto:
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(a) Incidente. (b) Paralela. (c) Normal.

Fig. 3.12.— Posiciones respecto al Irbisector.
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(a) Incidente. (b) Paralela. (c) Normal.

Fig. 3.13.—Posiciones respecto al 2° bisector.

- Si r pertenece al primer bisector (Fig. a), r, y r,

son simétricas respecto a LT.

— Si r es paralela al primer bisector (Fig. b), cada

proyeccioén r,, por ejemplo, es paralela a la simé-
trica r; de r,, respecto a LT.

~ Si r es perpendicular al primer bisector (Fig. c¢),

es una recta de perfil, de trazas equidistantes de
LTy situadas a distinto lado de ésta.

— Andlogamente (Fig. 3.13): Si r pertenece al

segundo bisector (Fig. a), r, y r, son incidentes.

— Si r es paralela al segundo bisector (Fig. b), r, y

r, son paralelas.

— Si r es perpendicular al segundo bisector (Fig. c),

es una recta de perfil, de trazas incidentes. (Ver
ndms. 2,8 a 2,16 de n/E. de G.D.).



4. EL PLANO. INTERSECCIONES

4.1. Representacion

Todo plano « (Fig. 4.1) corta al diedro HV, segin
dos rectas (trazas) 4, y v, concurrentes en un punto de
la arista LT. Inversamente, cualquier par de rectas &, y
v,, concurrentes en LT, definen un plano o = [h,, v,].
Por tanto:

Un plano « se representa por sus trazas h,y v, que
han de concurrir en un punto de LT. Si las trazas inci-
den con LT, es necesario dar otro punto del plano para
definir éste.

Las trazas de o con H y V se denominan traza hori-
zontal y vertical, respectivamente, y se designan por
la notacion h, y v, prescindiendo en este caso de sus
proyecciones A, h,, y v,, V,, Por no ser necesarias ya
que h,, y v,, coinciden con las trazas y h,, y v,,, con
LT. El plano se designa, por tanto, por la notacién o =
hyv, 0 hyv,.

Los puntos A y B de las trazas tienen su proyeccio-
nesA,y B,,en LT.

4.2. Puntos y rectas de un plano

De la incidencia entre recta y plano se deduce (Fig.
4.2): si una recta estd en un plano, sus trazas estdn en
las trazas homonimas del plano e inversamente, si un
plano pasa por una recta, sus trazas pasan por las
trazas homonimas de ésta.

Asi, para trazar una recta r del plano ¢, basta unir
las proyecciones homénimas de un punto H, de H, y
de otro V, de v,, siendo r = H,V, = 1,1, la recta busca-
da. Inversamente, para trazar un plano que pase por r,
basta unir A,y V, con un punto de LT, obteniéndose el
plano a=h, - v,.

v (]
-B g o
i)
SN
r,,’ : ,’,I ....................
A\ A’Al-/ﬁ\‘a'\rv
g, A
f ~"hah.,
H

Fig. 4.2.— Punto y recta de un plano.

Los puntos de « se representan trazando previa-
mente una recta r,-r, de a y tomando sobre ella un
punto M,-M,. Inversamente, para trazar un plano por
un punto M,-M,, se traza por éste cualquier recta r y
luego se traza un plano o que pase por r.
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Fig. 4.3.—Horizontal de un plano.

4.3. Horizontales y frontales del plano

Un plano o (Fig. 4.3-a) corta al H y a todos los
paralelos a él, como el B, segin rectas horizontales A,
y h, paralelas entre si, es decir, toda horizontal h de o
es paralela a h,, luego (niim. 3,7-c) h, es paralela a h,,
y hy, paralela a LT.

Para trazar una horizontal & de o (Fig. b), se elige
un punto V, de v, y por su proyeccién horizontal, se
traza h,, paralela a h,, y por V,, h, paralela a LT.

Andlogamente (Fig. 4.4-a), las frontales f de un
plano o son paralelas a v, luego f, es paralelaa LT y f,,
paralela a v,. Para trazar una frontal de o (Fig. b) se
elige un punto H, de h, y por su proyeccion vertical, se
traza f, paralela a v, y por H,, f, paralela a LT.

4.4. Rectas de maxima pendiente y
maxima inclinacion

Todo plano normal a la arista 4, del diedro [o,H]
(Fig. 4.5), corta a oy H, segun rectas r y r,, normales
a h,. En 4ngulo fr, (rectilineo del diedro) es el de
mayor pendiente, respecto a H, de las rectas conteni-
das en o. De ahi, su nombre.

Anélogamente, la recta i de , normal a v,, es la de
mayor inclinacién de &, su proyeccién i, es normal a
v, y el dngulo ii, es el rectilineo del diedro [, V] (ver
ndims. 9,5 y 9,6). Por tanto:

La recta de mdxima pendiente r de un plano a tiene
su proyeccion r, normal a h, y la de mdxima inclina-
cion i tiene i, normal a v,, lo cual sirve para dibujar
ambas (fig. b).
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Fig. 4.4.— Frontal de un plano.

(a) (b)

Fig. 4.5.—Rectas de mdxima pendiente y mdxima inclinacion.

4.5. Posiciones particulares del plano

— Si el plano o (Fig. 4.6) es horizontal (paralelo a
H), v, es paralelaa LT y h, impropia.

— Si es frontal (paralelo a V), h, es paralela a LT y
Vv, iImpropia.

— Si es vertical (normal a H), v, es normal a LT.
Los puntos de o se proyectan horizontalmente,
en h, por ser plano proyectante. De aqui, el
nombre de proyectante sobre el horizontal o
abreviadamente: proyectante horizontal.

— Si es normal a V (plano de canto), h, es normal a
LT y todo lo contenido en €l se proyecta vertical-
mente en v,. De aqui, el nombre de proyectante
vertical.

— Si es normal a LT (plano de pertfil), 4, y v, son
incidentes y normales a LT.

— Sies paralelo a LT, h,y v, son paralelas a LT.
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[ ] &

Y
* Vorhg Ao Vo Ve
Vo 4
Vo |
1
Vothy
= I = =
| \
hy !
h
a ha hg é A he hg
Horizontal. Frontal. Vertical.  De canto. De perfil. Paralelo Incidente Planos paralelos.
alT. con LT.
Fig. 4.6.—Posiciones del plano.
- Si pasa por LT, h, y v, inciden en LT y no deter- 4.6. Plano paralelos
minan un plano. Para definirlo, suele darse un
punto A de a, representado a veces por dos Como ya se sabe, dos planos paralelos o y B (Fig.
pequeiios trazos, uno a cada lado de la linea de 3.6) cortan a un tercer plano, segiin rectas paralelas.

referencia A A,. Por tanto:
Si dos planos son paralelos, sus trazas homonimas
son paralelas. La reciproca también es cierta.

hy-Vg Vo
VY \\
\\ha'Va
\
N
\
— — — N\ —
\
N
A
\IY h .
(a) Paralelo al (b) Normal al (c) Paralelo (d) Normal al

1% bisector 1¥ bisector al 2° bisector 2° bisector

Fig. 4.7.— Posiciones relativas respecto a los bisectores.

4.7. Posiciones relativas a los bisectores
Si un plano y es normal al primer bisector, h,y v,

Como se ve en la Fig. 4.7, si un plano a es paralelo son simétricas respecto a LT (Fig. b).

al primer bisector B, h, y v, son incidentes y paralelas Refiriéndonos al 2° bisector, se obtiene de forma
a LT (Fig. a). andloga:

Por otra parte, los bisectores son normales entre si. — Si o es paralelo al 2° bisector, &, y v, son parale-
Toda perpendicular r al primer bisector es de perfil, las a LT y simétricas respecto a ella (Fig. c).
paralela al 2° bisector y de trazas H, y V, simétricas — Si es normal al 2° bisector (Fig. d), h, y v, son
respecto a LT, luego todo plano que pase por r es nor- coincidentes. (Ver ndms. 2.17 a 2.29 de n/E. de
mal al primer bisector. Por tanto: G.D.).
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Vs

INTERSECCIONES

>

Fig. 4.8.—Interseccion de planos

4.8. Interseccion de planos. Método general

Para hallar la interseccién i de dos planos oy f8
(Fig. 4.8-a), se traza un plano auxiliar, en este caso el
H, que corta a los dados, segun dos rectas h, y h; que
se cortan en un punto A de i. Repitiendo la construc-
cién con otro plano auxiliar, el V por ejemplo, se

(b) Las trazas se
cortan fuera
del dibujo.

(a) Interseccién con
planos paralelos y
normalesaHo V.

hallaria otro punto B que determina la interseccion i =
AB buscada. Por tanto:

La interseccion i = AB de dos planos a'y B (Fig. b)
viene dada por las intersecciones A,-A, y B,-B, de sus
trazas homdnimas.

Como planos auxiliares, también se utilizan otros
paralelos o perpendiculares a H y V, es decir, horizon-
tales, frontales o proyectantes.

Vy hs-vs
Vo
7} ar Wo,
i2 Wi
b l2 ANNG
Il
i | ll1l /:, /’//I
y
a ////J
hg ! L.~
hY-a1-b1

(c¢) Planos concurrentes
en un punto de LT.

(d) Planos paralelos
alT.

Fig. 4.9.—Casos particulares.

4.9. Casos particulares

Todo plano horizontal o frontal corta a otro @, no
paralelo a €1, segtin una horizontal o frontal de éste
(Fig. 4.9-a). Asi, el plano horizontal 8 corta al ¢,
segun la horizontal A, de traza V, = [v,,vs] y proyec-
cién h, confundida con vj.

Andlogamente, el plano frontal § (Fig. b) corta al ¢,
segln la frontal f,-f, trazada por H, = [h,, h;].
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Finalmente, el plano de canto vy (Fig. a) corta al q,
segun la recta r,-r,, de proyeccién r,, confundida con
v,y trazas H, = [h, , h]y V, = [v,,v]. Esto permite
hallar facilmente las intersecciones que siguen:

a) Las trazas se cortan fuera del dibujo (Fig. b). Se
traza un plano auxiliar frontal 8 que corta a a0 y B,
segin las frontales f,-f, y g,-g,- El punto de corte I,-1,
de éstas y la traza H, = [h,, hy] determinan la intersec-
ci6nide ayP.



b) Planos oy B que pasan por un punto A de LT
(Fig. c). Se traza un plano horizontal auxiliar ¥ que
corta a o0 y 3, segin las horizontales a,-a, y b,-b,. El
punto de corte I,-I, de éstas y el A,-A, determinan la
interseccién i,-i, de oy B.

Vo vg

(a)

Fig. 4.10.—Interseccion de recta y plano.

¢) Trazas paralelas a LT (Fig. d). Por ser 'y B
paralelos a LT, su interseccion i también lo serd. Basta
pues hallar un punto [ de i, por medio de un plano
auxiliar vertical y que corta a o'y B, segin las rectas
a,a, y b,-b,, concurrentes en /,-I,, o valiéndonos de
las trazas w, y wy con el plano de perfil J, abatidas
sobre V, que se cortan en la traza W, de i.

4.10. Interseccion de recta y plano.
Método general

Consiste (Fig. 4.10) en trazar por la recta r un plano

M
(3 N {

Fig. 4.12.— Dos de las rectas son coplanarias.

4. EL PLANO. INTERSECCIONES

auxiliar 8 que corta al «, segtn la recta i. La intersec-
cibn Ide reiesel puntode cortede ry a.

Como plano auxiliar suele tomarse uno de los pro-
yectantes de r. En la figura b, el plano vertical B traza-
do por r, corta al ¢, segiin i,-i,. La interseccién I, de r,
e [, determina el punto de corte /,-I,de ry .

Vp-r, 5-in

Fig. 4.11.—Plano dado por dos rectas ay b.

Si o viene dado por dos rectas a,-a, y b,-b, (Fig.
4.11) se utiliza también un plano B, proyectante verti-
cal de r, de traza vy =r,, que cortaaa,y b,en A,y B,,
respectivamente, y a ¢, segun la recta i = A,B,-A,-B,.
La interseccién de i, y r, determina el punto de corte
I-I,dery a.

INTERSECCION DE RECTAS

4.11. Recta que corta a otras tres

Se supone que las rectas dadas r, s y ¢ se cruzan dos
a dos, pues si dos de ellas se cortasen (Fig. 4.12)
determinarian un planio & = {5s] que corta a ¢ en un
punto A. En este caso, existen infinitas rectas AM, AN,
..., contenidas en ¢, que pasan por A y cortana ry s.
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[-3
A' : h‘s| i
L B i
t.
(a) ler método. (b) 2° método. (c) Trazado en diédrica.

Fig. 4.13.—Recta que corta a otras tres.

Si las rectas se cruzan dos a dos (Fig. 4.13), existen

también infinitas soluciones determinadas por los
métodos que siguen:

I Método (Fig. a). Cualquier punto A de r, por
ejemplo, determina con ¢ y s dos planos o = [A,t] y
B = [A,s], cuya interseccién i cortaar, sy ten A, B
y C, respectivamente.

2? Método (Fig. b). Cualquier plano ¢, trazado por
la recta s por ejemplo, cortaary ¢, en Ay B, siendo
AB la recta pedida que corta a s, en C.

Este método se simplifica, tomando como plano
auxiliar uno de los proyectantes de las rectas. En la
figura c, se ha utilizado el vertical & que contiene a s,-
s,ycortaar,r,yt-t,enA,-A,y B,-B,, siendo AB la
recta buscada que corta a s,-s,, en C,-C,. vt

(a) Rectas que se cruzan. (b) Rectas coplanarias.

4.12. Recta que corta a otras dos y es paralela
a un plano v, m,

\/J

Cualquier plano f paralelo al « (Fig. 4.14-a) corta a *
las rectas s y t, dadas, en A y B, siendo AB la recta !
buscada. /

Si s y t son coplanarias (Fig. b), la interseccién i de =
o con el plano B = [s, t] y todas las paralelas a ella,
como la r, resuelven el problema.

En diédrica (Fig. c), cualquier plano f paralelo al o Ne A
(de trazas hgy vy paralelas a h, y v,) corta a 5,-5, y -
t, en A;-A, y B,-B,, que determinan la recta buscada r g
= AB. El punto A se ha hallado por medio del plano ¥,
proyectante horizontal de s,-s,, y el B, por medio del
9, proyectante vertical de ?,-1,.

%,

n,

hy

h,-s; m,
(¢) Trazado en diédrica.

Fig. 4.14.—Recta que corta a otras dos y es paralela a o.
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(a) Ty s se cruzan.

//

(b) ry s son coplanarias.

4. EL PLANO. INTERSECCIONES

Si r y s son coplanarias de plano « = [r,s] paralelo a
t (Fig. b), cualquier paralela i = AB a ¢, situada en q,
resuelve el problema. Si o no es paralelo a t, no hay
solucidn.

Va

—

hgs,

(c)Recta paralelaa LT que cortaary s.

Fig. 4.15.—Recta que corta a otras dos y es paralela a otra.

4.13. Recta que corta ados dadasry s
y es paralela a otra t

Por un punto A de r, por ejemplo, (Fig. 4.15-a), se
traza la paralela p a ¢, y se halla la interseccién B del
plano & = [r,p] con s. La recta pedida es la paralela a ¢
(trazada por B y contenida en &) que corta a r, en C,
siendo este caso de solucidn unica.

Para trazar una recta que corte a dos dadas, r,-r, y
s,-5,, y sea paralela a LT, por ejemplo, (Fig. ¢), se
traza por r el plano ¢ paralelo a LT (de trazas h, y v,
paralelas a LT) que corta a s,-s,, en B,-B,. La recta
buscada es la paralela B,C,-B,C, a LT que corta a r;-r,
en C;-C,, lo cual sirve de comprobacion. La intersec-
cién B = [ s] se ha hallado, por medio del proyectan-
te horizontal f de s.
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5.1. Rectas paralelas

Como ya se dijo en el nim. 3,7-c, si dos rectas son
paralelas, sus proyecciones son paralelas y reciproca-
mente: Si las proyecciones homonimas de dos rectas
son paralelas, las rectas son paralelas. Se exceptian
las rectas de perfil que pueden no ser paralelas, a pesar
de tener sus proyecciones paralelas (normales a LT).

Va_
Az _DE
riro

Vs

Bg _CZ
D4

:\1 ...C1
H

B1 -

H_r_.

Fig. 5.1.—Paralelismo de rectas de perfil.

Para comprobar si dos rectas de perfil r=ABy s =
CD son paralelas (Fig. 5.1), basta proyectar los puntos
A, B, Cy D sobre un plano de perfil auxiliar y y dibu-
jar su proyeccion r, = A;B; y 5, = C,D; (nim. 3,2-b). Si
r; ¥ §; son paralelas, r y s también lo son.

Esta construccién también sirve para hallar las tra-
zas de una recta de perfil AB o las proyecciones de
cualquier punto de ella.
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5. PARALELISMO.
PERPENDICULARIDAD
Y DISTANCIAS

5.2. Planos paralelos

Como ya se sabe (nim. 4,6), si dos planos son
paralelos, sus trazas homonimas son paralelas. La
reciproca también es cierta.

Se exceptian los planos paralelos a LT. El paralelis-
mo de estos planos se comprueba de forma inmediata,
por medio de su tercera trazas w, y w, con un plano de
perfil auxiliar. Los planos serdn o no paralelos, segiin
lo sean w, y w.

En general, si oy B son paralelos (Fig. 5.2), toda

Fig. 5.2.— Paralelismo de planos.

horizontal r,-r, de f es paralela a h; y a su paralela A,
luego r, es paralela a 4, y anadlogamente, la proyeccién
[, de la frontal f es paralela a v,,. Por tanto:

Para trazar un plano paralelo al o que pase por un
punto dado A,-A,, se traza por A la horizontal r-r, de
proyeccién r, paralela a h, y traza V.. La paralela a v,,
trazada por V,, es la traza v, del plano B y su traza h, es
la paralela a h,, trazada por el punto de corte de vy y LT.



Fig. 5.3.—Plano paralelo a r, trazado por A.

5.3. Recta paralela a un plano

Como ya se sabe por Geometria, una recta r es
paralela a un plano a (Fig. 5.3), si es paralela a una
recta s de a. Reciprocamente: un plano o es paralelo
a una recta r, si contiene a una paralela s a r. De ésto
se deduce:

5. PARALEL!ISMO. PERPENDICULARIDAD Y DISTANCIAS

Fig. 5.4.--Recta paralela a 0, trazada por A.

Para trazar un plano que pase por un punto A,-A, y
sea paralelo a una recta r,-r,, se traza por A la paralela
§,-5, a r. Cualquier plano que pase por s es paralelo a r.

Analogamente, para trazar por A;-A, (Fig. 5.4) una
paralela a un plano ¢, se traza cualquier recta s conte-
nida en o y luego, por A, la paralela r a s. En general,
es mds practico trazar por A un plano 8 (no dibujado)
paralelo al o, y cualquier recta de f3, trazada por A, es
paralela a a. (Ver nims. 3,1 a 3,20 de n/E. de G.D.).

PERPENDICULARIDAD

2

Fig. 5.5.—Recta perpendicular
a un plano.

5.4. Teoremas de perpendicularidad

Las propiedades geométricas de frecuente aplica-
cién en Descriptiva son:
a) Si una recta r es perpendicular a un plano o
(Fig. 5,5), es perpendicular a todas las rectas a, b, c,
. contenidas en él. Reciprocamente: Para que una
recta r sea perpendicular a o, basta que lo sea a dos
rectas a’y b, no paralelas, de o.

(b)

Fig. 5.6.—Teorema de las tres perpendiculares.

b) Teorema de las tres perpendiculares. (Fig. 5.6).
Si dos rectas r y t son perpendiculares y una de ellas,
la r por ejemplo, es paralela a un plano o (Fig. a) o
pertenece a él (Fig. b), sus proyecciones ortogonales
r, y t,, sobre o son perpendiculares.

Conviene recordar que no siendo la perpendiculari-
dad un invariante proyectivo (nim. 1,6), las proyec-
ciones ortogonales de dos rectas, perpendiculares en el
espacio, no son, en general, perpendiculares entre si.
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Fig. 5.7.— Perpendicularidad de recta y plano. H,

\

(a) (b)

S,

(c)

Fig. 5.9.—Planos perpendiculares.

5.5. Recta perpendicular a un plano

Toda perpendicular r a un plano a (Fig. 5.7) es
(nim. 5.4-a) perpendicular a su traza t con H que per-
tenece a H, luego r, es perpendicular a ¢ (ndm. 5.1-b),
y esto mismo sucede, en diédrica, con el plano V. En
Geometria se demuestra que la reciproca es cierta, si
se trabaja con dos planos de proyeccion, luego:

La condicion de perpendicularidad entre recta y
plano (Fig. 5.8) es que las proyecciones r, y r, de la
recta sean perpendiculares a las trazas homénimas £,
y v, del plano o a las proyecciones s, y f, de las hori-
zontales y frontales de «.

Segln esto, para hallar la perpendicular r al plano a
que pase por un punto B,-B, (Fig. 5.8), basta trazar r,
y 1, perpendiculares a ki, y v,.

Reciprocamente, para hallar el plano normal a una
recta r,-r, que pase por un punto A,-A,, se traza por A
la horizontal s,-s, del plano, de proyeccién s, normal a
r;, y se halla su traza V. Las trazas v, y h, del plano
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son la normal a r,, trazada por V,, y la paralela a s,
(normal ar,).

5.6. Plano perpendicular a otro

En Geometria se demuestra que si una recta r (Fig.
5.9-a) es perpendicular a un plano B, todo plano o
que pase por r es perpendicular a .

Segiin esto, para trazar por un punto A (Fig. b) un
plano perpendicular al 3, se traza por A la normal r a 8
(ntim. 5,4), y cualquier plano ¢ que pase por r (o sea,
paralelo a ella) es perpendicular al .

Si o ha de pasar por una recta s (Fig. ¢), desde un
punto A de s se traza la normal r a B que determina el
plano « =[s,r], normal al 3.

Esto es lo que se ha hecho en la figura b. Trazar
desde un punto A;-A, de s,-s, la normal r,-r, a B. La
trazas de estas rectas determinan las 2, =[H, H]y v,
del plano o buscado.



5.7. Recta perpendicular a otra

Para hallar una recta perpendicular a otra dada r
(Fig. 5.10), se traza un plano « perpendicular a r y
cualquier recta s,-s, situada en o (o paralela a €l) es
perpendicular a r (ndm. 5,1).

Inversamente, si r,-r, y §,-5, son perpendiculares,
las normales h,y v, a r, y r,, por.ejemplo, que pasan

(a) Primer método.

5. PARALELISMO. PERPENDICULARIDAD Y DISTANCIAS

por las trazas H, y V, de s, han de cortarse en un punto
de LT, lo cual sirve de comprobacién.

5.8. Perpendicular comin a dos rectas que
se cruzan

Es la tnica recta que corta perpendicularmente a dos
rectas r y s que se cruzan (Fig. 5.11). Para hallarla,

(b) Segundo método.

Fig. 5.10.—Recta perpendicular a otra.

S,
A B,
'\
(c¢) Tercer método. (d) Trazado en diédrica, siendo r de
punta.

Fig. 5.11.—Trazado de la perpendicular comiin a dos rectas.

se utilizan los métodos que siguen:

Primer método (Fig. a). 1°) Se trazan dos planos
arbitrarios perpendiculares a r y s que se cortan, seglin
una perpendicular i a ambas.

2°) Por r, por ejemplo, se traza el plano v, paralelo a
i, que corta a s, en A. La paralela a i, trazada por A, es
la recta AB buscada que cortaa r, en B,

Segundo método (Fig. b). 1°) Se traza el plano o
perpendicular a r, por ejemplo, a la que corta, en C, y
se proyecta s ortogonalmente sobre ¢, en s,.

2°) Se traza la perpendicular CD a s, a la que corta
en Dy por D, la paralela a r que corta a s, en A. La
paralela AB a CD es la recta buscada, que corta a r, en
B.

Tercer método (Fig. c). Por un punto A de s, por

ejemplo, se traza la paralela ’ a r y se proyecta r orto-
gonalmente sobre el plano a = [s,r’], en r,, paralela a
r, trazada por la proyeccién C de un punto B de r. La
perpendicular a ¢, trazada por M = [s, r,], es la recta
MN buscada que corta a r, en N.

Caso particular (Fig. d). Si r, por ejemplo, es una
recta de punta, la perpendicular a ella es frontal y si
ademds ha de ser perpendicular a s, sus proyecciones
verticales han de ser perpendiculares (nim. 5,4-b). De
aqui, la construccién.

Por r,, trazar la normal a s, a la que corta en A, y
referir este punto a s, en A,. La paralela A;B, a LT
determina la frontal buscada A,B,-A,B, que corta a »,
en B,-B,. Como se ve, es una simplificacion del
segundo método.
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5.9. Distancia entre dos puntos Ay B

Es la longitud / = AB del segmento que los une
(Fig. 5.12-a) y se determina f4cilmente, como hipote-
nusa del tridngulo rectdngulo ABC, cuyos catetos son:
la proyeccién horizontal A, B, = AC del segmento y la
diferencia de cota BC= BB, - AA,de By A.

En diédrica (Fig. b), la longitud del segmento A,B,-
A,B,, en verdadera magnitud, se obtiene construyendo
el tridngulo rectdngulo de catetos A, B, y d (diferencia
de cotas de B y A); la hipotenusa D es la distancia bus-
cada.

Fig. 5.12.—Distancia entre A y B.

5.10. Distancia de un punto a una recta

Se halla, trazando desde el punto A (Fig. 5.13-a) la
perpendicular AB a la recta r a la que corta en B. La
longitud D = AB es la distancia pedida. El punto B se
halla, como interseccién de r con el plano normal a
ella, trazado por A.

En diédrica (Fig. b), se ha trazado por A,-A, el
plano ¢, normal a r, (por medio de la horizontal s, de
proyeccién s; normal a r,), y se ha hallado su intersec-
cién B con r, por medio del proyectante vertical  de r
que corta al ¢, segln i,-i,. La interseccién B, de i, y r,,
determina el punto B,-B, y la distancia A B pedida.

También puede hallarse el plano [A,r] y trazar en €l
directamente Ia perpendicular AB a r, por medio de un
abatimiento, como mads adelante veremos.
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Fig. 5.13.—Distanciade A a r.

A “N
1.
AV

he

(b)
Fig. 5.14.—Distancia de A a .

5.11. Distancia de un punto a un plano

Es el segmento AB determinado por el punto A
(Fig. 5.14-a) y el pie B de la perpendicular al plano ¢,
trazada por A.

En diédrica (Fig. b), se traza desde A,-A, la normal
AB a a, y se halla su interseccién B con él, por medio
del proyectante horizontal 8, de AB que corta al a,
segin i,-i,. La interseccion B, de i, y A,B, determina el
punto B,-B, y la distancia AB, obtenida en verdadera
magnitud, en D (nim. 5,6).



(a)

Fig. 5.15.— Distancia entre paralelas.

5.12. Distancia entre rectas paralelas

Es el segmento AB = D, determinado por las inter-
secciones A y B de las paralelas r y s (Fig. 5.15-a) con
un plano o normal a ellas o con una secante perpendi-
cular a ambas.

En diédrica (Fig. b), se traza un plano o, perpendi-
cular a ry s, y se hallan sus intersecciones A y B con
ellas, por medio de los proyectantes horizontales B y 7y
de r y s, siendo AB la distancia pedida. M4s sencillo
resulta trazar o por un punto A previamente elegido de
r, por ejemplo, ahorrdndonos asi hallar éste.

También puede dibujarse el plano [r, s] y trazar en
él la perpendicular AB, por medio de un abatimiento,
como mads adelante veremos.

5.13. Distancia entre planos paralelos

Es el segmento AB = D (Fig. 5.16-a) de perpendi-
cular comiin, comprendido entre dos planos dados o y

En diédrica (Fig. b), se traza una perpendicular r,-r,
aay By se hallan sus intersecciones respectivas A;-A,
y B,-B, con ellos, por medio del proyectante horizon-
tal y de r, siendo AB = A,B,-A,B, la distancia pedida.

5.14. Distancia entre rectas que se cruzan

Si por puntos arbitrarios M y N de las rectas dadas r
y s (Fig. 5,17), se trazan paralelas s’y r’, a s y r, los

5. PARALELISMO. PERPENDICULARIDAD Y DISTANCIAS

Fig. 5.16.—Distancia entre planos paralelos.

planos o = [r, s’] y B = [s, r’] son paralelos y contie-
nen a las rectas dadas. Por tanto:

Dos rectas ry s que se cruzan, determinan un siste-
ma unico de planos paralelos a ellas y las perpendi-
culares a estos planos son también perpendiculares a
rys.

Fig. 5.17.—Distancia entre rectas que se cruzan.

La proyeccion ortogonal r, de r sobre B (obtenida,
proyectando un punto Cde r,en C)) cortaa s, en B, y
determina la perpendicular BA a S que corta ar, en A,
siendo AB la tinica recta que corta perpendicularmente
a ry s. De ahi, el nombre de perpendicular comiin de
rys.

La minima distancia entre dos rectas r y s que se
cruzan se mide por el segmento AB de perpendicular
comin o mas sencillamente, por la distancia CC, de
un punto C de r al plano B o por la distancia entre o y
B (Ver nims. 4,1 a 4,20 de n/E. de G.D.).
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6.1. Generalidades. El punto en los cambios

El cambio de plano es, en esencia, la sustitucién del
plano H o V por otro, normal al plano que se conserva
(cambio simple). Si se quieren cambiar los dos planos
de proyeccién (doble cambio), se procede escalonada-
mente, cambiando primero el horizontal y luego, el
vertical, o a la inversa.

En el cambio de plano, la figura permanece fija en
el espacio. S6lo varian los planos de proyeccién y las
proyecciones sobre ellos.

Si se elige un nuevo plano vertical V’ (Fig. 6.1),
normal al H, cortard a éste, segiin la linea de tierra
L,T; de un nuevo sistema diédrico, constituido por H'y
V’. Para facilitar estos cambios, se han adoptado las
notaciones y convenios que siguen:

a) La nueva linea de tierra se dibuja con dos o tres
trazos en cada extremo, segiin sea el 1° 0 2° cambio, y
se designa con las letras LT o L’T”, segin sea cambio
de plano horizontal o vertical, y con los subindices 1 o
2, segtin sea el 1° 0 2° cambio. Asi, LT} es la linea de
tierra del primer cambio de plano vertical y L,T,, la
del segundo cambio de plano horizontal.

b) Los puntos y rectas se designan con sus notacio-
nes primitivas, afectadas de una comilla o dos, segin
sea el 1° o0 2° cambio, respectivamente. Asi en la figu-
ra 6.1, el punto A conserva su proyeccién A, y su cota
h; luego, al abatir V’ sobre H, sus nuevas proyeccio-
nes son A; = A, y A,, situada en la linea de referencia
AA;, normal a LT, y a distancia h de ésta. Por otra
parte, para que A siga perteneciendo al primer cua-
drante, abatiremos V’ en el sentido de la flecha, y
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6. CAMBIOS DE PLANO

colocaremos los trazos en el semiplano horizontal
visto que contiene a A,, quedando A, y A,, respecto a
LT y LT, respectivamente, en el semiplano que no
contiene los trazos. De aqui, la regla a seguir (Fig. b):

(a) (b)

Fig. 6.1.—Nuevas proyecciones del punto en los cambios de plano.

Una vez dibujada la nueva linea de tierra LT, con
sus trazos, en un cambio de plano vertical, las nuevas
proyecciones del punto A,-A,, de cota h, son: A; =A,y
A), situada en la normal AJA; a L|T,, a distancia h de
ella y en el mismo semiplano, respecto a sus trazos,
que A, estd respecto a los suyos.

Si ahora hacemos un cambio de plano horizontal,
tomando L,T, como nueva linea de tierra, las nuevas
proyecciones del punto A;-A,, de alejamiento a, serfan:
A=A,y A7 situada en la normal A5A 7a L,T,, a dis-
tancia a de ésta y en el mismo semiplano respecto a
sus trazos que A, se encuentra respecto a los suyos.



Como ejemplo prictico, en la figura 6.2, se han
dibujado dos cambios independientes de una pieza de
madera, tomando como nuevos planos dos de perfil.
El de la derecha (cambio de plano horizontal) es la lla-
mada hasta ahora proyeccion tercera, y el de la
izquierda es un cambio de plano vertical.
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Fig. 6.2.—Vistas laterales.

En general, en todo cambio de plano, a la proyec-
cién del cuerpo que no coincide con la primitiva se la
denomina: tercera proyeccion, proyeccion auxiliar o
vista auxiliar. En la figura 6.2, las proyecciones
correspondientes a A, y A’ son vistas laterales,
izquierda y derecha, respectivamente.

6.2. La recta en los cambios

Las nuevas proyecciones de una recta r,-7, se
hallan, uniendo las nuevas proyecciones homénimas
de dos de sus puntos o mds ficilmente, las de la traza
que no varia y las de cualquier otro punto. En el cam-
bio de plano vertical de la figura 6.3, las proyecciones
r;-r, de r son las determinadas por las nuevas proyec-
ciones A}-A; de un punto arbitrario A y las H = H, de
la traza horizontal.

6. CAMBIOS DE PLANO

Para transformar una recta r,-r, en horizontal (Fig.
6.4), se hace un cambio de plano horizontal cuya linea
de tierra L,T, sea paralela a r, y se hallan las nuevas
proyecciones A-A; y B,-B, de dos puntos Ay B de r.

Fig. 6.3.—La recta en un cambio de plano.

Las nuevas proyecciones de r son r, =r, y r, = A;B,.
Esta horizontal puede transformarse luego en recta de
punta (vertical), con un cambio de plano vertical cuya
linea de tierra sea normal a r;. De forma andloga se

Fig. 6.4.—Transformacion de una recta en horizontal.

procederia para transformar una recta en frontal y,
luego, en recta vertical. Dejamos al alumno la resolu-
cién de estos ejercicios.
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(i

(a) Cambio de plano vertical.

(b) Método general.

(¢) Por horizontales.

Fig. 6.5.—Nuevas trazas del plano en los cambios.

=T

Fig. 6.6.— Nuevas trazas en un cambio de plano horizontal.

6.3. Nuevas trazas del plano en los cambios

En un cambio de plano vertical, por ejemplo, (Fig.
6.5-a), h;, = h, corta a L;T; en B, y v, pasa por B, y
corta a v, en un punto A de la arista del diédro VV’ de
proyeccién A, (interseccién de LT y L|T;). De aqui, los
dos métodos a seguir (Fig. b):

1°. En un cambio de plano vertical, las nuevas tra-
zas de un plano o son h,, = h, (que cortaa L,T| en B,)
y v, =B,A;, siendo A; la nueva proyeccion vertical del
punto A =[LT, L|T;].
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L,

Fig. 6.7.—Transformacion de o en proyectante vertical.

2° Si el punto A = [LT, L\T;}] o el B, = [h,, LiT}] se
salen del dibujo (Fig. ¢), puede utilizarse una horizon-
tal » de « (Fig. c), cuyas nuevas proyecciones son: r;
=r,yr, paralela a L;T; y distante de ella la cota 4 de
r. Uniendo B, con la nueva traza V, de r’, se obtiene
Ver

Si el cambio de plano es horizontal se procede de
forma andloga, como se ve en la figura 6.6.

Para transformar un plano & en proyectante hori-
zontal (o vertical) se hace un cambio de plano hori-
zontal (o vertical) cuya linea de tierra sea normal a la
traza vertical (u horizontal) de a. Asi, en la figura 6.7,
el plano o se ha transformado en proyectante vertical,
por medio de un cambio de plano vertical cuya linea
de tierra L;T, es normal a h,, habiéndose aplicado el
primer método (Ver nims. 7,1 a 7,21 de n/E. de G.D.).



6.4. Trazado practico

Las proyecciones de un cuerpo sobre H (planta) o
sobre otros planos paralelos a H, son iguales (Fig. 6.8-
a) y lo mismo sucede con las proyecciones sobre V o
sobre los paralelos a €l (alzados). Estos cambios de
plano se reflejan en el dibujo: en la separacién entre
planta y alzado y en la posicién relativa de LT por lo
que, en el dibujo industrial, se prescinde de la linea de
tierra e incluso de las lineas de referencia innecesarias
y sélo se dibuja la planta y alzado, separadas entre sf
la distancia que m4s convenga.

Con estas simplificaciones, el método practico para
hacer un cambio de plano vertical, por ejemplo (Fig.
b), consiste en trazar por los puntos de la planta, lineas
de referencia paralelas a una direccién arbitraria y una
perpendicular MN a ellas que se toma como cota del

Fig. 6.8.—Trazado prdctico del cambio de plano.

punto mds bajo del cuerpo y luego, llevar sobre cada
linea de referencia, a partir de MN, la diferencia de
cota respectiva, obteniéndose la nueva proyeccién de
forma inmediata.

6. CAMBIOS DE PLANO

APLICACIONES

6.5. Vistas laterales y proyecciones auxiliares

En los cambios de plano de perfil, se obtiene la
vista lateral y, en caso contrario, la vista auxiliar.
Ambeas se utilizan cuando el cuerpo no queda definido
o claramente representado por la planta y alzado.

Asi, la pieza de la Fig. 6.9 queda més claramente
representada dibujando la vista lateral izquierda
(punto de vista a la izquierda) por medio de un cambio
de plano horizontal. Y lo mismo sucede con la proyec-

] 11

Fig. 6.9.—Vista lateral

7Y Fig. 6.10.— Proyeccion auxiliar.
izquierda.

ci6én auxiliar de la pieza prismatica de la figura 6.10,
habiéndose elegido un cambio de plano vertical, nor-
mal a la diagonal del cuadrado de planta.

6.6. Seleccion de proyecciones y vistas

Los objetos conviene colocarlos en posicién ade-
cuada para que con s6lo dos proyecciones (planta y
alzado) queden representados sin ambigiiedades, evi-
tando as{ proyecciones innecesarias.
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(b) (c)
(a)
Fig. 6.11.—Eleccion de planta y alzado.

Por ejemplo, las cuatro piezas de la figura 6.11-a tie-
nen la misma planta y alzado, si se colocan en la posi-
cién b). Esto se evita colocdandolas en la posicién c).

6.7. Medida y perspectiva

En el sistema diédrico, los cuerpos se colocan con
el mayor nimero posible de aristas y planos, paralelos
o perpendiculares a H y V, para facilitar las medicio-
nes, pero la representacion resulta a veces poco clara e
intuitiva, como sucede con la pieza prismadtica A,-A,,
de la Fig. 6.12.

En este caso, se ha dibujado en perspectiva e inclu-
s0, con su base inferior vista, por medio de dos cam-
bios de plano (uno vertical y otro horizontal), con
lineas de tierra de direccién arbitraria. La proyeccién
A’ se obtiene en el primer cambio, tomando diferencia
de cotas, y la A’, tornando diferencia de alejamientos,
no siendo necesario dibujar las lineas de tierra.

6.8. Secciones

Son cambios de plano denominados cortes, vista en
seccion o secciones. La figura u objeto se supone corta-
do por un plano (plano secante o de corte) y una de las
partes se separa, entendiéndose que la parte suprimida
no se omite en las restantes proyecciones. Se utiliza
cuando el interior del objeto es confuso o complicado y
las lfneas ocultas son poco claras o representativas. La
direccién de las visuales se indica con un flecha.

Las secciones pueden ser (Fig. 6.13) de plano hori-
zontal (planta de una casa) o vertical (Fig. 6.14), de
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Fig. 6.12.—Paso de diédrica a perspectiva.
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Fig. 6.13.—Planta de escalera de una vivienda.



(a) De traza rectilinea. (b) De traza quebrada.

Fig. 6.14.—Secciones de plano vertical.
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(a) Disposicién europea.

6. CAMBIOS DE PLANO

1

T

Fig. 6.15.—Secciones superpuestas.
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(b) Disposicién americana.

Fig. 6.16.— Las seis proyecciones de un punto.

traza rectilinea (Fig. a) o quebrada (Fig. b). Suelen
dibujarse aparte o superpuestas en el dibujo (Fig.
6.15) y, a veces, (Fig. 6.14) resuita mds claro repre-
sentar el cuerpo por la planta y seccién que por su
planta alzado.

6.9. Disposicion de lase seis proyecciones
principales de un cuerpo

Sea A (Fig. 6.16) un punto situado en el interior de
un cubo, de caras coincidentes con H y V. Si proyecta-
mos A ortogonalmente sobre la parte interior de las
seis caras del cubo (Fig. a) y desarrollamos éste sobre
el plano vertical, como indica la figura, se obtienen las
seis proyecciones o vistas fundamentales que siguen:

A, = proyeccién horizontal, vista superior o planta.

A, = proyeccion vertical, vista frontal o alzado.

A, = vista lateral izquierda.

A, = vista lateral derecha.

A = vista posterior, y

A, = vista inferior.

Esta es la llamada disposicién europea, por utili-
zarse en gran parte de los paises europeos (Ver norma
UNE 1-032-74).

En américa (Fig. b) se considera que A y el centro
de proyeccién (punto de vista) estdn separados por la
cara del cubo, supuesta transparente. Si dibujamos
sobre la parte exterior de cada cara las respectivas
proyecciones del puntos sobre ellas y desarrollamos el
cubo sobre el vertical, se obtiene la llamada disposi-
cién americana, cuyas proyecciones se han numerado
de acuerdo con los nombres de las vistas antes citadas.
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(a) Disposicién europea.

(b) Disposicién americana.

Fig. 6.17.—Las seis proyecciones principales de un cuerpo.

En la figura 6.17, se han dibujado las seis proyec-
ciones de la pieza A, representada en perspectiva.
Como se ve, las seis proyecciones son iguales en
ambas disposiciones, pero no su colocacién. Esto
explica que, en la representacién americana, la planta
aparece encima del alzado y, en Europa, a la inversa.

La diferencia esencial estriba en que, al colocar el

cuerpo dentro del cubo, sus caras se consideran opa-
cas (disposicion europea) o transparentes (americana).
En el primer caso, el cuerpo se proyecta sobre la parte
interior de las caras y, en el segundo, sobre la exterior;
es decir, como si mirdsemos la pieza desde fuera del
cubo, a través del cristal de la cara. (Ver nims. 7,1 a
7,21 de n/E. de G.D.).



7.1. Generalidades. Giro de un punto

Si un punto A (Fig. 7.1-a) gira alrededor de una
recta e (eje de giro), describe una circunferencia de
plano &, normal al eje, de centro O = [e, o] y radio r =
OA (distancia de A al eje). Si A gira un angulo B, des-
cribe el arco AA’ y se traslada a la posicién A’.

(a)

7. GIROS

Si falta alguna de estas condiciones, la nueva posi-
cion del punto queda indeterminada.
En la préctica, se utilizan ejes normales a Ho V. Si

e
(b)

Fig. 7.1.—Giro de un punto.

Todos los giros se efectuan alrededor de una recta
(eje). En el caso de una figura de plano ¢, se dice que
A gira alrededor de O, pero realmente gira alrededor
del eje e, normal a & que pasa por O.

Para definir un giro, debe indicarse:

— La figura o forma que gira (punto, plano, cuerpo,

ey €1C.)

- El eje de giro

— El 4ngulo que gira

— El sentido del giro

A,-A, (Fig. b) gira alrededor de la recta de punta e;-e,,
la circunferencia descrita, de plano frontal ¢, se pro-
yecta horizontalmente, segiin el segmento A7Ay ver-
ticalmente, segiin la circunferencia de centro ¢, y radio
eA, en verdadera magnitud. Para girar un dngulo B,
en el sentido de la flecha, se traza el arco A,A; (de
centro e,, radio e,A, y 4ngulo 8 = A,E,A}) y se refiere
A; ala paralela h,, a LT, en A}, siendo A}-A; el punto
girado. Si el eje fuera vertical, se procederia de forma
andloga.
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%"
H:,

Fig. 7.2.—Giro de recta que
corta al eje.

e,

Fig. 7.4.—Giro del plano.

Fig. 7.3.—Giro de recta que se cruza

con el eje.

7.2. Giro de una recta

Las proyecciones de la recta girada se hallan, giran-
do dos de sus puntos y uniendo sus proyecciones
homénimas. En los dos casos que siguen, supondre-
mos que la recta r gira un dngulo o, alrededor del eje
e, en el sentido de la flecha.

a) La recta corta al eje (Fig. 7.2). El punto de corte
A = [e, r] no varia por pertenecer al eje (punto doble)
y su traza horizontal H, describe el arco oo = H H),
situdndose en H), siendo r;-r, las proyecciones de la
recta girada.

b) La recta se cruza con el eje (Fig. 7.3). Basta
girar dos puntos A y B de ella, como ya se sabe. Las
nuevas proyecciones A;-A; y B;-B;, de éstos determi-
nan la recta girada r}-r,.

Lo més prictico es trazar la perpendicular comun a
ey r, de proyeccién e,C, normal a r,, a la que corta en
C,. Al girar 1, r; se conserva la tangente a la circunfe-
rencia de centro e, y radio ¢,C,, lo cual sirve para
resolver muchos problemas. De aqui, la construccién:

Trazar la perpendicular comiin a e y r que corta a r,
en C,-C, y girar el pie C,-C, el angulo ¢, hasta la posi-
cion C;-C,. Las proyecciones de la recta girada son: r;
(normal a ¢,C, en C}) y r} = CJA}, siendo A}-A; la
posicién de cualquier punto de r girado. En vez de
girar A, resulta mds facil utilizar la traza H, de r (no
dibujada) o tomar directamente sobre r},C;A; = CA, o

CH;=CH.,
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La perpendicular comin es muy iitil en giros de
rectas para convertirlas en horizontal o frontal, para
que pasen por un punto dado o corten a una vertical o
recta de punta.

7.3. Giro de un plano

Para girar el plano B un dngulo a, alrededor de un
eje de punta e,-¢, (Fig. 7.4), basta girar la traza vy y la
frontal que corta al eje, de proyeccién f,, trazada por
e,. El giro de v, se obtiene, por el giro del radio eM,,
perpendicular a v, hasta la posicién e,N,, siendo v la
normal a e,N,, en N,

Las nuevas proyecciones de f, son: la paralela f; a
v, trazada por e,, y la paralela f; a LT, trazada por H,,
quedando hj; determinada por la traza H/ de f’. Lo
mismo se procederia con otra frontal del plano.

Si el eje es vertical, basta girar una horizontal y la
traza horizontal del plano. (Ver los ntms. 6,1 a 6,20 de
n/E. de G.D.).



8.1. Generalidades

Abatir un plano «a sobre otro H (Fig. 8.1) es girar
o, alrededor de su traza h, con H, hasta hacerlo coin-
cidir. El eje de giro h,, se llama charnela.

El abatimiento se refiere s6lo a un plano o a la figu-
ra contenida en él. Asi, para abatir una recta, por
ejemplo, se hace pasar por ella un plano y al abatir
éste, se obtiene el abatimiento de la recta. En todo
abatimiento, lo mismo que en el giro, hay que especi-
ficar:

- Qué plano se abate.

— Alrededor de qué traza o charnela se gira y

— El sentido del giro (abatimiento) para hacerlo

coincidir con el otro.

El abatimiento es uno de los artificios mas usados
en Descriptiva para medir 4ngulos, distancias, verda-
deras magnitudes, etc. El plano de abatimiento suele
ser H, V o algin otro paralelo a éstos, para obtener la
forma abatida en verdadera magnitud.

Los puntos y rectas abatidos se representan con sus
mismas letras, encerradas en un paréntesis. Si se reali-
zan varios abatimientos, se les afecta de un nimero
como subindice.

8.2. Abatimiento del punto

Si desde la proyeccion A, de un punto A de o (Fig.
8.1), se traza la normal A,M a h,, la recta AM (recta de
maxima pendiente de « ) es normal a 4, (ndm. 5,4-b)

8. ABATIMIENTOS

y al abatir & sobre H, el punto A describe una circun-
ferencia de radio MA y plano normal a &, que corta a
H en los abatimientos (A) y (A), de A, situados en la
normal A,M a h, y distantes de éstas, la longitud d =
MA.

Fig. 8.1.—Abatimiento de un punto.

La distancia d puede conocerse, abatiendo sobre
H el tridngulo rectidngulo AA,M, en A,(A),M, siendo
A (A), paralela a h, e igual a la cota AA, de A. De
aqui, el método a seguir:

Para abatir un punto A de «, sobre H, se traza
desde A, la perpendicular y la paralela a h, y se
toma sobre ésta ultima la longitud A ,(A), igual a la
cota AA, de A. Con centro en el pie M de la perpen-
dicular, se traza luego el arco de radio M(A), que
corta a A;M, en los abatimientos (A) y (A), de A
(segiin el sentido del abatimiento).
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Fig. 8.2.—Abatimiento de un punto sobre V.

Como aplicacion, en la figura 8.2 se ha abatido el
punto A de o, sobre V, trazando A,M y A,(A),, perpen-
dicular y paralela a v,, siendo A,(A), igual al aleja-
miento d de A. El arco de centro M y radio M(A),
corta a A,M, en los abatimientos (A) y (A), de A. Es
una coincidencia que (A), caiga en LT.

8.3. Casos particulares

1.° Abatimiento de un plano proyectante a (Fig.
8.3).

Para abatir un punto A de o sobre H, basta trazar
por A, la perpendicular a h, y tomar sobre ella A, (A),
= A,(A), = OA,

Para abatir sobre V, se ha seguido el método gene-
ral: Trazar desde A, la perpendicular y la paralela a v,
y tomar sobre ésta, A,S = OA,. El arco de centro N y
radio NS corta a A,N, en los abatimientos (A); y (A),
de A.

También podia haberse trazado el arco de centro K
y radio KA, y referir sus intersecciones D'y C con LT,
aA,N,en (A);y (A),. Los puntos D y C son los abati-
mientos de A,, alrededor de v,,.

2.° Abatimiento sobre planos paralelos a H o V
(Fig. 8.4)

Para abatir el punto A de « sobre el plano horizon-
tal B, se ha seguido el método general, tomando como
charnela, la traza r;-r, de a. y B y como cota, su altura
KA, respecto a f3.

8.4. Abatimiento de la recta

Para abatir la recta AB del plano @, sobre H (Fig.
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Fig. 8.3.—Abatimiento de un plano
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Fig. 8.4.~Abatimiento sobre un

proyectante. plano paralelo a H.

8.5), basta abatir dos puntos de ella: la traza horizontal
A = (A) (coincidente con su abatimiento, por pertene-
cer a la chamnela A4,) y cualquier otro punto C;-C,, aba-
tido en (C) siendo (A)(C) el abatimiento de la recta. Si

(b) Horizontal y frontal.

(a) Recta cualquiera.

Fig. 8.5.—Abatimiento de rectas.

en vez de C, se abate la otra traza B (tomando O(B) =
OB,), se obtiene también el abatimiento (v,) = O(B)
de v,, puesto que la distancia de B a O se conserva en
el abatimiento y viene dada, en verdadera magnitud,
en OB,, por pertenecer a v,.

El abatimiento de la horizontal % (Fig. b) es la para-
lela (h) a h,, trazada, por el abatimiento (V,) de su
traza y el de la frontal f es la paralela (f) a (v,) que
pasa por su traza H,
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Fig. 8.6.—Abatimiento de una recta de perfil.

El abatimiento sobre H de una recta de perfil r, dada
por dos puntos A y B (Fig. 8.6), se obtiene por abati-
miento de éstos, trazando por A, y B, perpendiculares a
r, = A,B, y tomando sobre ellas A,(A) y B,(B), igua-
les a las cotas OA,y OB, de Ay B, siendo(r) = (A) (B)
el abatimiento de r. También pueden abatirse A, y B,,
en (A,) y (B,) que determinan (A) y (B), por paralelas a
T

Prolongando (r) = (A) (B), se obtienen los abati-
mientos de las trazas H, y (V,) (desabatida en V,) que
pertenecen a las trazas h, y v, del plano de perfil que
contiene a r.

Para determinar (Fig. b) si un punto C,-C, de « per-
tenece 0 no a r, basta abatirlo en (C) y comprobar si
pertenece o no a (r).

Para abatir sobre V, se procede de forma andloga.

8.5. Abatimiento de una figura plana

En la prictica, no interesa el abatimiento de un
plano, como tal superficie plana, sino el de los ele-
mentos geométricos y figuras planas contenidas en él.

Para abatir el cuadrilitero ABCD de plano o (Fig.
8.7), sobre H por ejemplo, se utilizan los métodos que
siguen:

1°) Por puntos o rectas aislados. Consiste en abatir
los vértices A, B, Cy D, en (A), (B), (C)y (D), omo ya
se dijo (ndm. 8,2), y unirlos ordenadamente, como se
ve en la figura.

2°) Por rectas y traza auxiliares. Se hallan las trazas
Ny M del lado CD, prolongado, y se abate M en (M),
que determina los abatimientos (v,) = O(M) y (N)(M),
de va y NM. Las normales a h,, trazadas por C, y D,,
cortan a {N)(M) en los abatimientos (C)y (D) de Cy D.

(BN ~yr
it

Fig. 8.7.—Abatimiento de una figura plana.

Se hallan luego las trazas Ky S de AD y BC que,
unidas con (D) y (C), determinan los abatimientos
K(D)y S(C) de KD y SC. Refiriendo a ellos A, y B,,
por normales a h,, se obtienen (A) y (B).

En la figura se ha supuesto que AB es horizontal y
AD, frontal, lo cual facilita las construcciones. El aba-
timiento (B), por ejemplo, también puede obtenerse,
como interseccion de los abatimientos (7) y (f) de la
horizontal r y frontal f, trazadas por B.

3°) Por dafinidad. Como ya se dijo (nim. 2,4-b), la
proyeccién y el abatimiento de una forma de plano ¢,
se corresponden en una afinidad ortogonal, definida
por su eje h, y un par de puntos homélogos D, y (D);
M,y (M); ...: etc. En esta afinidad, las rectas homdlo-
gas C;D,y (C)(D); C,B,y (C)(B);... concurren en pun-
tos de &, y las rectas de union de puntos homdlogos A,
y(A);M,y (M), ... son normales a h,,.

Basta pues abatir la traza M de NM, en (M), y trazar
la homéloga (M)(N) de M,N, y las normales a h,, por
D,y C,, que cortan a (M)(N), en (D) y (C).
Anélogamente, las homdlogas K(D) y S(C) de KD, y
SC, cortan a las normales a A, trazadas por A,y B;, en
(A)y (B). (Ver nims. 5,1 a 5,17 de n/E. de G.D.).

8.6. Problema inverso

Si se conoce el abatimiento (A)(B)(C)(D) de un
cuadrildtero de plano « (Fig. 8.7), se pueden hallar
facilmente sus proyecciones, por afinidad, abatiendo
v, en (v,) y prolongando los lados hasta cortar a A, y
(v.),en K, S, (M) y (V,). Al desabatir, se obtiene N,M,,
homologa de N,(M) y sus intersecciones D, y C, con
las normales a h,, trazadas por (D) y (C). Los restantes
vértices y lados se obtienen de forma andloga.
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9.1. Generalidades y definiciones

Recordemos brevemente las definiciones y propie-
dades geométricas relativas a los dngulos de rectas y
planos.

9. ANGULOS

a) Angulo de dos rectas r y s que se cruzan (Fig.
9.1) es el formado por las paralelas r, y s, a ellas, tra-
zadas por un punto A del espacio, o el formado por s,
por ejemplo, y la paralela r, a r, trazada por un punto
Bdes.

Fig. 9.1.—Angulo de rectas que se cruzan.

Para medir este dngulo, suele tomarse el mads
pequefios o de los dos que forman las rectas; es decir,
el agudo. Si o = 90°, se dice que las rectas se cruzan
ortogonalmente.

De lo expuesto se deduce que si r forma con s un
dngulo o, formard el mismo dngulo con todas las
paralelas a s.

b) Angulo de recta r y plano o (Fig. 9.2). Es el
dngulo agudo que r forma con su proyeccion ortogo-
nal r, sobre .

Segun esto, las paralelas a r forman dngulos igua-
les con Ay con todos los paralelos a o.
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Fig. 9.2.—Angulo de recta y plano.

Fig. 9.3.—Angulo de dos planos.

El 4ngulo O también puede hallarse como comple-
mentario del que forma r con la perpendicular AA; a
., trazada desde un punto A de r.

¢) Angulo de dos planos (Fig. 9.3). La figura forma-
da por dos planos € y 8 que se cortan se llama dngulo
diedro; los planos € y 8, caras y su interseccion r,
arista del diedro.

Todo plano ¥y perpendicular a la arista r del diedro
corta a éste, segtin las perpendiculares ABy AC a r. El
angulo BAC se llama rectilineo del diedro.

La medida de un dngulo diedro es la de su rectili-
neo correspondiente.



Plano bisector B de un diedro es el que pasa por su
arista r y lo divide en dos diedros iguales. Queda defi-
nido por r y la bisectriz AD de uno de los rectilineos
del diedro.

9.2. Angulo de dos rectas (Fig. 9.4)

Si las rectas se cortan en un punto A (Fig. a), el
angulo & que forman se halla, abatiendo A sobre cual-

a) Por abatimiento.

b) Trazado en diédrica.

Fig. 9.4.—Angulo de rectas que se cortan.

quier plano q, siendo B(A)C = ay By C, las trazas de
las rectas con 0.

Asi se ha hecho con las rectas r;-r, y s,-5, que se
cortan en A -A, (Fig. b). Las trazas C,-C, y B,-B,de r
y s determinan la traza h = BC del plano [r,s] que
podemos abatir sobre el horizontal y con él, el vértice

9. ANGULOS

A, en (A), siendo (r) = (A)C, y (s) = (A)B, los abati-
mientos de r y s que forman el dngulo &, en verdade-
ra magnitud.

9.3. Angulo de recta y plano

Es el y= ABC (Fig. 9.5) que forma la recta dada r,-
r, con su proyeccién ortogonal BC sobre el plano ¢,
siendo B,-B, la traza de r con ¢, y C,-C,, la traza de a
con la normal #,-t, a €l, trazada por un punto A de r.
(Ver Fig. 9.2). Las trazas By C de ¢ con r y ¢ se han
hallado, valiéndonos de los planos proyectantes hori-
zontalesde ry t.

Fig. 9.5.—Angulo de recta y plano.

Se hallan, luego, las trazas verticales M y Nde ry
BC (las horizontales se salen del dibujo) y se abate el
plano 6 = [A, B, (] sobre el vertical, alrededor de su
traza v; = NM. El abatimiento (A) de A (no se ha abati-
do el vértice B para més claridad de la figura) determi-
na el (r) = (A)(M) de r que corta a la perpendicular
B,(B) a v, en (B), siendo (B)(N) el abatimiento de BN
y Y= (A)(B)(N) el del angulo buscado.

__ Mas facil es hallar Y, como complementario del ¥ =
rt (nim. 9,1-b).
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a) Método general.

por un plano &, perpendicular a r, trazado por un
punto A de r, valiéndolos de la horizontal de § que
pasa por A. Las intersecciones AB = [§, o] y AC = [,
B} son los lados del rectilineo BAC buscado, abatido
sobre el horizontal en (B)(A)(C), siendo (A) el abati-
miento de A.

b) Por normales a ot y 5.

Fig. 9.6.—Angulo de dos planos.

94. Angulo de dos planos

H,

Se determina (Fig. 9.6), hallando la interseccién r =

V, de los planos dados a'y By luego, cortandolos

9.5. Angulo de una recta con los planos
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de proyeccion

El dngulo y que la recta dada r,-r, forma con H

El dngulo & del rectilineo (Fig. b) también puede
hallarse como complementario del dngulo y formado
por las perpendiculares a o y B, trazadas por un punto
A del espacio.

CASOS PARTICULARES

(Fig. 9.7-a) se obtiene, abatiendo el plano proyectante
horizontal ¢ de r y, con él, la traza V, (o un punto
cualquiera de r), en (V,). El dngulo pedido es el y=

(r)r,.



El 4ngulo & que r forma con V se halla, abatiendo el
plano proyectante vertical fde ry con él, ren (r),, por
medio del abatimiento (H,) de H, siendo & = (1) 1,.

También puede girarse r, alrededor de un eje verti

9. ANGULOS

cal o de punta, trazado por un punto de r, hasta dejarla
frontal u horizontal. En la figura b, se ha girado r alre-
dedor del eje vertical e,-¢,, hasta su prosicién frontal
r;-r,, siendo yel dngulo que forma r; con LT.

(a) Por abatimiento.

Fig. 9.7.—Angulos de rcon Hy V.

9.6. Angulo de un plano con los de
proyeccion

El dngulo del plano o con H (Fig. 9.8) es el y for-
mado por su recta de maxima pendiente r con H, sien-
do ry r, los lados del rectilineo del diedro [, H].

(b) Por giro.

Fig. 9.8.—Angulo de un plano con H.

Andlogamente, el dngulo é de a con V, es el forma-
do por su recta de maxima inclinacién i,-i, con V.

En la figura, ¥y & se han hallado por abatimiento de
r e i, como en el caso anterior, siendo y= (), y 8 =
(i)i,. (Ver nims. 5,1 a 5,17 de w/E. de G.D.).
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B. CURVAS Y SUPERFICIES

10.1. Curvas planas, Generalidades
y definiciones

a) La linea es la trayectoria de un punto que se
mueve o el lugar geométrico de las posiciones sucesi-
vas de un punto mévil. Si la direccién del punto mévil
es 0 no constante, la linea es recta o curva y si todos
sus puntos estin o no en un plano, plana o alabeada,
respectivamente. Si la ley del movimiento es continua
y determinada, la linea se llama geométrica y si es
arbitraria o indeterminada, grdfica.

Dos puntos A y B de la curva, infinitamente préxi-
mos (Fig. 10.1), determinan un segmento AB (cuerda)
llamado elemento rectilineo o simplemente elemento
de la curva.

La curva £ también puede definirse como el limite
al que tienden las poligonales ABCD... y A’B'C’D’...,
de lados infinitamente pequefios, inscrita y circunscri-
fa a €. La prolongacién de un elemento AB se convier-
te en la tangente ¢ a €, cuando A y B tienden a confun-
dirse en un solo punto.

b) Tangente y normal. Tangente a una curva yen un
punto T (Fig. 10.2) es la posicion limite de una secan-
te TA que gira alrededor de T, hasta que el segundo
punto de corte A se confunda con T. Si T es impropio,
se llama asintota.

Esta es la tangente ordinaria, principal o de prime-
ra especie. La tangente de segunda especie, en T (Fig.
10.3) es la posicion limite t’ de una secante s que se
mueve de cualquier forma (en este caso, paralelamen-
te a si misma), aproximando entre si sus dos puntos de
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contacto Ay M; By N; Cy P; ... con la curva, hasta
que ambos se confundan en T. La recta t’ se considera
como tangente, por no tener mas que un solo punto
comun con 7, pudiéndose asi obtener cuantas tangen-
tes se deseen.

Fig. 10.1.—La curva como limite de poligonales, de lados infini-
tamente pequefios, inscrita y circunscrita a ella.

En general, por un punto de una curva se puede tra-
zar una tangente ordinaria y ninguna, o infinitas de
segunda especie.

Normal a una curva 7, en un punto P (Fig. 10.4) es
la perpendicular n a la tangente t a , en P,

¢) Puntos ordinarios y singulares. Un punto de una
curva es ordinario o singular, segiin que las tangentes
de segunda especie en dicho punto se confundan o no
con la principal.
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(b) Punto de inflexion.

De 1*
especie

(a) Punto ordinario.

Fig. 10.5.— Puntos ordinarios

Is
(b) Id. de rectas.

(a) Familia de
curvas.

(c)1d. de
circunferencias.

Fig. 10.7.—Envolvente e involutas.

-~ El mas algo o bajo; mds a la derecha o a la

izquierda.

— El de maxima o minima curvatura (vértices)

- Los situados en el contorno aparente, etc.

d) Orden y clase. Convexidad y concavidad.

Orden de una curva plana es el nimero mdximo de
puntos en que puede ser cortada por cualquier recta.
Clase es el niimero mdximo de tangentes que pueden
trazarse a la curva desde cualquier punto exterior.

Una curva es convexa si la tangente en cualquier
punto de ella la deja toda al mismo lado de la tangen-
te, y céncava, en caso contrario. La circunferencia y
la elipse, por ejemplo, son curvas convexas, de segun-
do orden y segunda clase.

(a) Puntos de retroceso (de
primera y segunda especie).

10. CURVAS

Segin ésto, el punto de inflexién B es ordinario
como el A (Fig. 10.5) y ambos se diferencian en que la
tangente f,, en A, tiene dos puntos infinitamente proxi-
mos, comunes con la curva, y la ¢, tiene tres puntos (el
By el anterior y posterior a él) o dos elementos conti-
guos.

Los puntos singulares se han dibujado en la figura
10.6. Otros puntos notables de una curva son:

— El punto doble, triple o miiltiple por el que el

punto generador pasa dos, tres o varias veces.

RAYAYA

De 2* De primera especie De segunda especie
especie

(b) Puntos angulosos (de
primera y segunda especie).

Fig. 10.6.— Puntos singulares

e) Contactos de lineas tangentes. Dos lineas tan-
gentes tienen un contacto de primero, segundo, ..., 0
enésimo orden, si tienen uno, dos, ..., 0 n elementos
comunes (0 2, 3, ..., o n + 1 puntos) confundidos con
el de contacto. Estos contactos se determinan por cdl-
culo diferencial, por tratarse de magnitudes infinita-
mente pequefias. Segiin ésto:

La tangente ordinaria a una curva tiene con ésta un
contacto de primer orden.

Dos curvas son tangentes en un punto 7, si pasan
por T'y admiten la misma tangente, en 7.

f) Envolventes e involutas (Fig. 10.7). Al conjunto
de las posiciones ¢,, ¢,, c;, ... de una curva (indeforma-
ble 0 no) que se mueve en un plano, con arreglo a
cualquier ley, se le llama familia (Fig. a); a la curva,
tangente a todas ellas, envolvente y a las curvas c,, ¢,
Cy ..., involutas.

Ejemplos:

— Toda curva y (Fig. b) es la envolvente de sus tan-

gentes.

— La envolvente de una familia de circunferencias
iguales (Fig. c) son dos curvas 7y Y “paralelas”
(ntims. 9,8-3°y 15,4-b de n/G.D.S. y A.) a la tra-
yectoria 0,0, de su centro. Si ésta es recta o cir-
cular, yy ¥ también lo son.

— En acotado, las curvas de nivel de taludes son
envolventes de las trazas de igual cota de los
conos de talud (nim. 25,6).
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Fig. 10.8.—Representacion de una curva plana.

10.3. Elipse. Diametros conjugados

a) La elipse (Fig. 10.9) es el lugar geométrico de
los puntos cuya suma de distancias a dos fijos F y F’
es constante e igual a la longitud AB = 2a del eje
mayor. Es una curva cerrada y plana, de ejes[B y CD,
perpendiculares entre si, que se cortan en su punto
medio O (centro de la elipse). La longitud CD del eje
menor se representa por 2b y la FF’ (distancia focal),
por 2c. Por ser C un punto de la elipse, se verifica:

CF + C’F’ = 2a, pero CF = CF’, luego: CF =CF’ = a

Esto sirve para hallar los focos, trazando el arco de
centro C'y radio CF = a que corta aAB,en Fy F’. Se
forma asf un tridngulo rectdngulo OCF’ de catetos b y
¢ e hipotenusa a que permite hallar uno de los lados,
conociendo los otros dos.

b) Didmetros conjugados (Fig. 10.10). Didmetro de
una elipse es toda cuerda que pasa por su centro.

Dos didmetros son conjugados, si cada uno pasa
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10.2. Representacion de curvas planas

Una curva y (Fig. 10.8) se determina por su proyec-
cién horizontal (o vertical) ¥, y las trazas h-v, del
plano que la contiene. La proyeccién vertical P, de un
punto P, de 7, se halla por medio de la frontal de «,
trazada por P,.

La tangente t a 7, en A, por ejemplo, estd en @ y se
halla, trazando la tangente ¢, a g,, cuyas trazas H,y V,
determinan la proyeccién ¢,, tangente a 9,, en A,.

Para dibujar v,, nos hemos auxiliado de la traza H,
de 7, del punto B de tangente vertical, situado mas a la
derecha; del C, de tangente horizontal (punto mds
alto), y del D, de tangente frontal (punto de menor ale-
jamiento).

Las curvas mas conocidas (conicas, curvas de roda-
dura, etc.) se exponen en los capitulos 10 y 11 de
n/G.D.S. y A. Nosotros nos limitaremos a las conicas
y, dentro de éstas, a la circunferencia y elipse que son
las de mayor aplicacién.

ELIPSE Y
CIRCUNFERENCIA

Fig. 10.9.—La elipse como lugar geométrico.

por los puntos medios de las cuerdas paralelas al
otro. Esto permite hallar el didmetro conjugado de uno
dado IG, como recta que une los puntos medios M y N
de dos cuerdas arbitrarias RS y PQ, paralelas a IG.
Como comprobacién, MN ha de pasar por O.
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En el limite, las cuerdas paralelas a IG, en los
extremos E 'y K de MN, son tangentes a la elipse en
dichos puntos, e inversamente, las tangentes en los
extremos de IG son paralelas a su conjugado EK. Por
tanto:

Las tangentes en los extremos de dos didmetros
conjugados forman un paralelogramo circunscrito a
la elipse (paralelégramo de tangentes). La reciproca
no es cierta, es decir, los didmetros paralelos a los
lados de un paralelégramo circunscrito, pueden no ser
conjugados.

Los ejes son los dnicos didmetros conjugados per-
pendiculares entre si. Se obtienen facilmente, trazan-
do una circunferencia arbitraria, de centro O, que

(a) Método del octégono circunscrito.

(b) Por puntos.

(c) Por diagonales.

Fig. 10.11.—Trazado de la elipse dada por dos didmetros conjugados.

corte la elipse en cuatro puntos A, B, C'y D. Las
mediatrices de los lados del rectangulo ABCD son los
ejes buscados.

¢) De lo expuesto se deduce que la proyeccion orto-
gonal u oblicua de dos didmetros de una circunferen-
cia, perpendiculares entre si, son didmetros conjuga-
dos de la elipse proyeccion.

10.4. Trazado de la elipse, dada por dos
diametros conjugados AB y CD

1.° Método del octégono circunscrito (Fig. 10.11-a).
Se basa en la afinidad que existe entre la elipse ¢ y la
circunferencia o’, de didmetro AB (ntim. 1,2 de n/E.
de G.D.). Consiste en trazar el paralelégramo de tan-
gentes, paralelas a AB y CD; las diagonales EG y FH
y el radio OP’ de ¢, inclinado 45° respecto a AB y
proyectar ortogonalmente su extremo P’ sobre AB, en
P, La paralela a CD, trazada por P,, corta a las diago-
nales en P y Q. Estos puntos y sus simétricos T'y S,
respecto a O, pertenecen a O. Las tangentes ¢, ¢, f; y
t; a 0, en dichos puntos, son paralelas a las diagonales

y determinan el octégono circunscrito que permite
dibujar la elipse.

2°. Por puntos (Fig. b). Se basa en la determinacién
de cénicas por haces proyectivos (nim. 1,2-3° de n/E.
de G.D.). Consiste en dividir los lados DO y DG del
paralelégramo DOBG, en cuatro partes iguales, por
ejemplo; numerar los puntos de divisién a partir de D
y unirlos con A y B, respectivamente.Las interseccio-
nes de los rayos homdlogos Al y BI'; A2y B2’; A3y
B3’, son puntos P, O y S de la elipse. Repitiendo lo
dicho con los tres paralelégramos restantes, se obtie-
nen tres nuevos puntos en cada uno, como se ve en la
figura.

3° Por diagonales. El método anterior se simplifica,
observando que el rayo A2 (Fig. b) es la diagonal del
paralelogramo ABGH, y el B2’ pasa por el punto
medio de DG. De aqui, la construccion (Fig. c¢):

Trazar las diagonales de los paralelogramos ABGH
y ABFE y sus rayos homdlogos que unen A y B con
los puntos medios de los semilados AD, DG, FC y CE
y cortan a aquellas en los puntos P, 7, S, y Q de ©.
Para hallar més puntos, se repite la construccién con
los paralelogramos CDGF'y CDHE.
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10.5. Trazado de la elipse dada por sus ejes

a) Pueden aplicarse los métodos generales para dia-
metros conjugados (nim. 10,4) o los particulares que
siguen;

1°) Método del jardinero. Se aplica en jardineria y
dibujos sobre terrenos (Fig. 10.9). Consiste en clavar
en el suelo dos estacas o clavos en los focos Fy F’, y
atar a ellos los estremos de una cuerda fina de longi-
tud algo mayor que 2a, de modo que la longitud com-
prendida entre los clavos sea 2a. La cuerda se tensa
luego con un clavo o barra de punta aguzada, coloca-
do verticalmente, y al desplazarlo, manteniendo tensa
la cuerda, su punta trazard sobre el terreno la elipse
buscada.

(a) Método del compis.

(b) Método de la cartulina.

Fig. 10.12.—Trazado de la elipse, dada por sus ejes.

2°) Método del compds (Fig. 10.12-a). Sobre ¢l eje
AB se elige un punto I que limita dos segmentos Al =
r,eIB =r, Con centros Fy F’ y radio r,, se trazan los
arcos EG y HL y luego, los de centro F'y F’ y radio r,
que cortan a los anteriores en puntos H, L, E, y G de la
elipse, por ser r, + r, = 2a.
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3°) Método de la cartulina (Fig. b). Con este proce-
dimiento se dispone de un compds eliptico muy barato
y suficientemente exacto para las necesidades practi-
cas. La regla trazadora del compds se sustituye por
una tira de cartulina fina (o papel fuerte) sobre cuyo
borde se marcan, con trazos, las longitudes TM = a y
TN = b.

La regla se coloca, luego, son su trazo M sobre el
eje menor, y se gira alrededor de este punto hasta que
el trazo N caiga sobre el eje mayor. En esta posicion,
T coincide con un punto de la elipse que se marca en
el papel. La obtencidon de puntos es muy rdpida,
debiéndose procurar que M y N estén bien situados
sobre CD y AB, respectivamente.

b) Empleo de plantillas. Para mejorar el trazado de
elipses o de cualquier otra curva, conviene dibujarla
primero, a pulso o a mano alzada, valiéndonos de los
puntos y tangentes hallados y luego, se perfecciona el
trazado por medio de plantillas, de modo que su borde
coincida con el mayor nimero posible de puntos con-
secutivos.

Fig. 10.13.—Empleo de la plantilla.

A veces, casi coincide con una cuarta parte de la
curva (Fig. 10.13), pero, otras, s6lo con parte de ella
que es lo mas corriente. Como regla general, conviene
hallar el mayor nimero posible de tangentes, por ser
las que guian y facilitan el dibujo de la curva.

10.6. Ejes de la elipse dada por dos diametros
conjugados (Fig.10.14)

1.° Método de Chasles (Fig. a). Sesan IG y EK los
diametros conjugados. Por el extremo / de uno de
ellos, se traza la perpendicular al otro, y sobre ella se
toma la longitud /N = OK. Se une luego N con Oy se
traza la circunferencia de centro M y didmetro ON
(que pasa por R) y la secante /M que corta a la circun-



(a) Método de Chasles.

(b) Método de Manneim.

10. CURVAS

(c) Método de Rytz.

Fig. 10.14.— Ejes de la elipse dada por dos didmetros conjugados.

ferencia en L y H, siendo OL y OH los semigjes de
longitudes OB = I[H = a y OD = IL = b. El segmento
IH es, como se ve, el borde de la regla trazadora del
compds eliptico (nim. 10,5-3°).

2.° Método de Manneim (Fig. b). El semididmetro
OK, por ejemplo, se gira 90° alrededor de O, hasta la
posicién ON, normal a EK. El extremo N se une al
extremo G del otro didmetro mds préximo a él y se
traza la circunferencia de centro M y didgmetro NG, y
la secante OM que corta a ésta, en Ly H. Los semigjes
OB y OD son paralelos a LG y LN y de longitud OB =
OH=ayOD=0L=b.

3. Método de Rytz (Fig. c). El semididmetro OF,
por ejemplo, se gira 90° alrededor de O, hasta la posi-
cién ON. Se traza la recta GN y con centro en M
(punto medio de GN) y radio MO se traza una semicir-
cunferencia que cortaa GNen Ly H, siendo GH=ay
GL=b.

Los semiejes OB y OC son las rectas OL y OH, de
longitud OB=GH = ay OC = GL = b.

En el nim. 1,3 de n/E. de G.D. se indican otros
métodos para hallar los ejes.

10.7. Proyecciones de la circunferencia

Las proyecciones horizontal y vertical (Fig. 10.15)
de una circunferencia o, de centro O,-0,, radio r y
plano 'y la de sus didmetros AB y CD (paralelo y per-
pendicular a h,) son: la elipse o,, de ejesAB, yCD, y
la s,, de didgmetros conjugados A,B, y C,D, (nim. 10,3-
¢). De aqui, la construccidn:

Abatir O sobre el horizontal, en (O) (por medio de
la horizontal a,-a,); trazar la circunferencia abatida (o)
de radio r y los didmetros (AXB) y (C)(D) (paralelo y
normal a k). Al desabatir éstos (por medio de hori-

Fig. 10.15.—Representacion de la circunferencia.

zontales) se obtienen los ejes A,B, y C,D, de o, y dos
didmetros conjugdos A,B, y C,D, de 6,, que permiten
dibujarlas (nums. 10,4 y 10,5).

Los ejes pueden hallarse directamente, sin abatir a,
puesto que AB es horizontal y se proyecta en verdade-
ra magnitud en A,B,, y DC es la recta de mdxima pen-
diente de &, cuya proyeccion se obtiene, abatiendo el
plano proyectante de CD sobre el horizontal, tomando
0(0), igual ala cota h de O y (0)(C), = (0)(D), = r.
Anélogamente se procederia con 0,, abatiendo la recta
de méxima inclinacién de ¢, trazada por O.
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10.8. Generalidades y definiciones

a) Como ya dijimos (nim. 10,1-a), curva alabeada
es la que no estd contenida en un plano, es decir, que
cuatro puntos sucesivos (tres elementos) no son
coplanarios.

)
_t___'f’_._..Z/
o

Fig. 10.16.—Tangente y plano
tangente.

° 3

@ Fig. 10.17.—Plano
osculador.

CURVAS ALABEADAS

b) La tangente ¢ a una curva alabeada y (Fig.
10.16), en un punto P de ella, se define lo mismo que
la de una curva plana (nim. 10,1-b).

Todo plano o que pase por ¢ es tangente a %, en P, y
se llama plano tangente. Por tanto, por cada punto P
de 7y se puede trazar una tangente e infinitos planos
tangentes.

Pl

'I
L]
Fig. 10.18.—Normal
principal y binormal.

c) El plano tangente @ que contiene a tres puntos (o
dos elementos) consecutivos &, P, y Q de la curva
(Fig. 10.17), se llama plano osculador de yen P, y
puede definirse como la posicion limite del plano
determinado por tres puntos sucesivos N, P, y Q de
ella, cuando N y Q tienden a confundirse con P. El
plano osculador, en un punto ordinario P de 7, es el
tnico plano tangente que corta a la curva, en P. Los
restantes planos tangentes dejan a la curva, en el
entorno de P, al mismo lado del plano.

d) Normal a una curva alabeada 7y, en P (Fig.
10.18) es la perpendicular, trazada por P, a la tangen-
te t, a %, en P. Existen infinitas normales a 7, en P, que
estdn contenidas en el plano normal a ¥, en P. La nor-
mal n contenida en el plano osculador w es la normal
principal, y la normal b a @, la binormal.

10.9. Proyecciones de curvas alabeadas

a) Como ya se dijo en el nim. 1,5, la proyeccion de
una curva alabeada vy (Fig. 10.19), desde un punto V,
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Fig. 10.19.—Proyeccion

Fig. 10.20.—Punto doble corres-

de una curva. pondiente a puntos ordinarios.

sobre un plano 1 no incidente con 'V, es la seccién y’
de 7 con el cono proyectante de V.

Asi mismo, la proyeccion de la tangente t a 7, en P,
es la tangente t’ a v, en la proyeccién P’ de P (nim.
1,5-d).

b) Puntos singulares. En general, las proyecciones
de puntos singulares de una curva 7y son puntos singu-
lares de la curva proyeccion y'. Se exceptuan los de
maxima o minima curvatura, por no ser la perpendicu-
laridad un invariante proyectivo.

La reciproca no es cierta, es decir, ¥ puede presen-
tar puntos singulares correspondientes a puntos ordi-
narios de ¥. Tal sucede (Fig. 10.20) con el punto doble
A’ = B’ (por cortar ¥ dos veces a la generatriza g) y
con los casos siguientes (Fig. 10.21):

Si el plano osculador @ de v, en P, pasa por V, la
proyeccion P’ de P es, en general, un punto de infle-
xion (Fig. a), de retroceso (Fig. b) u ordinario (Fig. c),
seglin que V sea exterior a t, incidente con ella o con
su punto de contacto P.
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(a) Punto de inflexién. (b) Punto de retroceso.

Fig. 10.21.— Proyeccion de puntos ordinarios.

En efecto, por ser @ proyectante y contener a ¢, ésta
se proyectara en su traza f, y por ser secante a ¥ (ndm.
10,18-c), las dos ramas PA y PB se proyectaran a dis-
tinto lado de 7., excepto en la figura c que pertenecen
a distintas hojas del cono proyectante.

Como se ve en la figura c, el proyectar ¥ desde un
punto P de ella, la proyeccion de P es la traza P’ de la
tangente ra %, en P,

10.10. Representacion

Una curva alabeada 7y (Fig. 10.22) se representa por
sus proyecciones v, y %, sobre H'y V'y queda definida
como interseccion de los cilindros proyectantes de tra-
zas v,y b

Si un punto A pertenece a ¥, A, y A, han de estar en
Y,V %, respectivamente. La tangente en A se proyecta,
en general, segin las tangentes a, ya,a %, y %5, en A,
y A,, respectivamente.

Si la tangente b,-b,, por ejemplo, es normal a H, la
proyeccién B, = b, del punto de contacto es, en este
caso, un punto de retroceso de ¥, y la tangente en B, es
la traza h, del plano osculador 8 de ¥, en B (nim.
10,11).

10.11 Hélice cilindrica (Fig. 10.23)

Es la curva 7y engendrada por un punto A que se
desplaza, con velocidad uniforme, sobre una recta
AG, al mismo tiempo que ésta gira, con velocidad uni-
forme, alrededor de un eje e, paralelo a ella. El cilin-
dro de revolucién de eje e y radio r, engendrado por
AG, es el cilindro, eje y radio de la hélice.

En un giro de 360°, el punto describe el arco ADG
(espira) y recorre la longitud P = AG (paso de la héli-

(c) Punto ordinario.

Fig. 10.22.—Representacion de curva
alabeada.

Fig. 10.23.— Propiedades de la hélice.

ce 0 paso de rosca). La hélice dibujada se llama a
derechas o de paso a la derecha y si gira en sentido
contrario, a izquierda o de paso a la izquierda. Sus
propiedades mds importantes son:

1%) Las ordenadas (alturas) BB, C,C, ... de los pun-
tos de 7y son proporcionales a sus abscisas curvilineas
AB, AC, ... y a los dngulos girados.

A un arco de longitud r (radidn) le corresponde un
punto de altura P, llamada paso reducido o pardmetro
del movimiento helicoidal. Su valor se deduce de la
proporcionalidad: P,/r = P/27r; de donde P, = P/2.

2*) El desarrollo de y sobre un plano o tangente al
cilindro, en un punto C de ella, es la tangente t a ¥, en
C. La hélice es, por tanto, la linea més corta (linea
geodésica) que une dos puntos de una superficie cilin-
drica, no situados en una misma generatriz ni en un
plano normal al eje.

3*) La hélice es una curva de inclinacion constante
i respecto a las generatrices del cilindro, y lo mismo
sucede con sus tangentes (elementos rectilineos) y sus
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planos osculadores, definidos por dos elementos suce-
sivos.

4") La longitud A’C, de la subtangente de un punto
C es igual a la de su abscisa curvilinea AC,.

En el movimiento helicoidal, los puntos de la hélice
describen la misma hélice a la que pertenecen, es
decir, la hélice se mueve helicoidalmente coincidiendo
consigo misma, como sucede en el roscado del tornillo
en su tuerca.

10.12. Representacion (Fig. 10.24)

La hélice 7, a derechas, de eje vertical OV, radio r y
paso P, se proyecta horizontalmente, segin la circun-
ferencia ¥,, de centro O, y radio r, y verticalmente,
segun la sinusoide ¥, de eje O,V,, periodo P y ampli-
tud r.

Para dibujarla, se ha dividido ¥, y el paso P en doce
partes iguales, a partir del punto A;-A, y sobre las ver-
ticales de los puntos de divisién, se han llevado cotas
sucesivas p, 2p, 3p, ... (siendo p = P/12), obteniéndose
la espira ACE, los puntos de inflexién B, y D,, y los
A,y C, de maxima amplitud r de la sinusoide.

La tangente f a Y, en B, se proyecta segin las tan-
gentes f, yt,a Yy %, en B, y B, y se obtiene (niim.
10,11-4°), tomando sobre ¢,, la longitud B,H, del cua-
drante rectificado o la semisuma de los lados del tridn-
gulo y del cuadrado inscritos en 7,, de longitud:

3+ V2= (1,73+1,41)r = 3,14r = r.
con un error menor que una centésima de radio (ndm.
11,7de n/G.D.S. y A)).

La paralela AV a ¢ corta al eje en el vértice V de un
cono de base ¥, y altura V,0, = P, (paso reducido) lla-
mado cono director de v, por ser la generatriz VA de
igual inclinacién i = V,0,/4,0, = P /r que las tangentes
de 7. Segtin ésto, para hallar la inclinacién de la tan-
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hy /2 1 B1

Fig. 10.24.-Representacion en diédrica.

gente f en B,-B,, se gira B, 90°, en sentido contrario al
del avance de la hélice, hasta la posicioén A,, siendo ¢
paralela a la generatriz VA del cono.

Esto es lo que se ha hecho para hallar la tangente a
¥, en M, por ejemplo. Girar M, 90°, en sentido contra-
rio al del avance de la hélice, hasta la posicién N,. La
paralela a la generatriz VN del cono es la tangente m,-
m, buscada.

El plano osculador de yen B, es el de canto @, defi-
nido por ¢, y la normal al eje trazada por B y el oscula-
doren M, el [m,q] (nim. 13,3 de n/G,D.S. y A.).



11.1. Generalidades y definiciones

Las superficies que interesan al técnico son las
engendradas por una linea (generatriz), indeformable
0 no, que se mueve en el espacio, segin una ley deter-
minada y conitnua o apoydndose sobre una o varias
lineas o superficies (directrices). La generatriz puede
ser recta o curva y la directriz, un punto, una linea o
una superficie. El punto y la linea pueden ser propios
0 iMmpropios.

La superficie también se engendra como envolvente
de otras superficies.

Podemos darnos idea de la superficie, consideran-
dola como una pelicula infinitamente delgada que
separa un cuerpo del resto del espacio. Un cuerpo es
un volumen finito y determinado y la superficie es la
envuelta inmaterial que rodea el cuerpo.

Cuerda es el segmento determinado por dos puntos
de la superficie no incidentes con una generatriz rec-
tilinea.

Didmetro es la cuerda que pasa por el centro.

El lugar geométrico de los puntos medios de todas
las cuerdas de una superficie, paralelas entre si, es otra
superficie llamada diametral que puede ser plana
(plano diametral), como sucede en las superficies de
segundo orden.

En las superficies con centro, los planos diametra-
les concurren en él, luego dos planos diametrales se
cortan segiin un didmetro.

11. SUPERFICIES

Los planos diametrales normales a las cuerdas que
bisecan se llaman planos principales, y sus intersec-
ciones, ejes.

11.2. Clasificacion

En general, una superficie admite distintos sistemas
de generacion. De aqui, la dificultad de su clasifica-
cion.

Segin que la generatriz sea recta o curva, las super-
ficies se clasifican en regladas y no regladas (curvas).
La reglada mds sencilla es el plano.

Las regladas se sudividen, segtn que puedan o no
desarrollarse sobre un plano, en:

Desarrollables (cono, cilindro, convoluta, etc.)

No desarrollables o alabeadas (cono alabeado,
conoide, cilindroide, etc.).

Las superficies no regladas o curvas no son desa-
rrollables, pero no se llaman alabeadas, reservandose
este nombre para las regladas.

Las superficies de revolucion forman otro grupo
importante de superficies. Se engendran por el giro de
una linea (recta o curva) alrededor de un eje y son,
generalmente, superficies no regladas o curvas (esfera,
toro, escocia, etc.). Si la generatriz es rectilinea,
engendra, seglin que corte o no al eje, una reglada
desarrollable (cono y cilindro de revolucién) o alabea-
da (hiperboloide de revolucién).
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Finalmente, las formadas por dos 0 m4s superificies
distintas se llaman compuestas, y son las que el técni-
co utiliza en la practica. Las poliedrales, por ejemplo,
podrian incluirse en este grupo, por ser combinaciones
de superficies poligonales planas (caras del poliedro).

(b) Secciones planas.

(a) Normal y plano tangente.

Fig. 11.1.—Tangente a una superficie.

11.3. Tangente y normal (Fig. 11.1)

a) Tangente a una superficie 2 en un punto P de
ella (Fig. a) es la tangente ¢, en P, a cualquier linea ¢
contenida en la superficie y que pasa por P.

Si @ es una generatriz rectilinea, ¢ coincide con ella.

Todo plano secante o que pasa por una tangente s a
£, en P, (Fig. b) corta a €2, segin una linea o, ... tan-
gente a s, en P.

b) Plano tangente (Fig. a). En geometria se
demuesta que el lugar geométrico de las tangentes 7 ¢,
... alas curvas o, ¢, ... de una superficie {2 que pasan
por P es, en general, un plano T llamado plano tangen-
te a £ en P. En este caso, P es un punto ordinario v,
en caso contrario, punto singular. Segin ésto:

El plano 7, tangente a una superficie £2 en un punto
ordinario P de ésta, es el definido por las tangentes r
vy t, en P, a dos curvas (o dos generatrices rectilineas)
Oy @ de £ que pasen por P. De lo expuesto se deduce
(Fig. 11.2):

Todo plano secante o que pase por un punto P de
una superficie X corta a ésta y a su plano tangente T,
en P, segin una curva ¢y su tangente t, en P, respecti-
vamente.

En general (Fig. 11.3), el lugar geométrico de las
tangentes a la superficie, en un punto singular, es (Fig.
a) una superficie cénica (punto cénico S) que puede
degenerar (Fig. b), en dos planos (punto doble bipla-
nar D), en un plano doble (punto doble uniplanar R) o
como se ve en la figura c, en una recta (punto cénico
de tangente tinica).

¢) Normal y plano normal. Normal a una superficie
Q, en un punto P de ella (Fig. 11.1-a), es la normal n
al plano 7tangente a £2, en P. Todo plano trazado por
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n se llama plano normal a la superficie en P y la sec-
cién producida, seccion normal.

d) Orden de contactos de lineas y superficies.
Aplicando lo dicho en el 10,1-e a lineas y superficies,
podemos enunciar:

Fig. 11.2.—Plano secante.

Una linea y una superficie tienen un contacto de
primero, segundo, ..., enésimo orden, si tienen 1, 2 ...,
n elementos comunes (0 2, 3, ..., n + 1 puntos) confun-
didos con el de contacto. Si el contacto es el de mayor
orden posible, la linea y la superficie se llaman oscu-
latrices.

Dos superficies son tangentes, en un punto P, si
admiten el mismo plano tangente en P. Si ¢ es tangen-
te a ambas superficies, en P, se dice que éstas tienen
un contacto de orden n, en P, en direccion t, si todos
los planos trazados por f cortan a las superficies,
segln curvas tangentes en P, con un contacto de orden
n. Si esto sucede con todas las tangentes en P, las
superficies tienen un contacto de orden n, en P.

El plano 7 tangente a X (Fig. 11.2), en un punto
ordinario P, de ella, tiene, en general, un contacto de
primer orden.

(a) Punto cénico.

(b) Puntos dobles bipla-
nares o uniplanares.

(c) Punto cénico, de
tangente Unica.

Fig. 11.3.—Puntos singulares.

11.4. Orden y clase de una superficie

Orden o grado de una superficie es el mdximo
niimero de puntos en que puede ser cortada por una



recta. El plano es de primer orden. Las de segundo,
tercero, cuarto orden, ... se llaman cuadricas, cubicas,
cudrticas, ...

Clase de una superficie es el nimero de plano tan-
gentes que pasan por una recta.

La seccion plana de una superficie es del mismo
orden que ésta. Asi, la seccion plana de un plano es
una recta; la de una cuddrica, una cdnica, ... etc.

11.5. Interseccion de dos superficies

a) Analiticamente se demuestra que la interseccion
i de dos superficies de orden m y n es una curva ala-
beada de orden m x n que puede descomponerse en
otras curvas cuya suma de Ordenes sea m X n. Asi, la
interseccién de dos cuddricas es una curva alabeada de
orden 2 X 2 = 4 que puede descomponerse en dos
c6nicas 0 en una recta y una ctbica.

Fig. 11.4.—Interseccion de superficies. Método de superficies
secantes auxiliares.

La interseccion i se determina (Fig. 11.4), cortando
las dos superficies X' y €2, por otra auxiliar A. Las
intersecciones ¢y @ con ellas se cortan en puntos A y
B comunes a X y £2 y pertenecientes por tanto a i.
Repitiendo la construccién con otras superficies auxi-
liares, se obtienen nuevos puntos que, unidos ordena-
damente, permiten dibujar la interseccion i buscada.

Conviene que las superficies auxiliares corten a las
dadas, segiin curvas faciles de hallar. La mas utilizada
es el plano y a veces, superficies esféricas o cilindri-
cas.

b) Tangente a la linea de interseccion (Fig. 11.5).
La tangente a la interseccion i de dos superficies Xy
2 (Fig. a), en un punto ordinario P de ella, es la inter-
seccion i de los planos oy P tangentes a X'y £, en P.
En efecto, ¢ ha de pertenecer a @ y 8 (ndm. 11,3-b),
luego es la interseccion de ambos.

11. SUPERFICIES

Las normales en P (no dibujadas) a X'y (2 determi-
nan el plano ynormal a i, en P, siendo ¢ perpendicular
a 7. Este método resulta prictico en superficies como
la esférica, cuya normal se traza facilmente.

(a) Superficies curvas.
(b) Seccidn plana.

Fig. 11.5.—Tangente a la linea de interseccion.

Si X es un plano (Fig. b), la tangente a i es la inter-
seccién de X con el plano f tangente a £2, en P, (nim.
11,3-b).

Fig. 11.6.—Superficie limite.

c) Superficie limite. Si dos superficies X'y £2 se cor-
tan segin una curva i (Fig. 11.6), toda superficie
auxiliar A tangente a X, por ejemplo, (superficie limi-
te de X) corta a W segiin una curva @, tangente a i en
un punto A llamado punto limite, (nim. 14,11 de
n/G.D.S.y A)

Esta propiedad se aplica mucho en las superficies
radiadas, si A es un plano.
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11.6. Contorno aparente (Fig. 11.7)

a) Contorno aparente de una superficie %, desde un
punto 'V, exterior a ella (Fig. a), es el lugar geométrico
o de los puntos de contacto A, B, C, ... de las tangen-
tes (o de los planos tangentes) a X que pasan por V.
La superficie cénica de vértice V, circunscrita a X,
segin o, es el lugar geométrico de las tangentes VA,
VB, ... 0 1a envolvente de los planos tangentes a X, tra-
zados por V, como el [V, t,]. Segiin ésto:

b) La proyeccion del contorno aparente O, desde V,
sobre el plano T, es la seccion ¢’ del cono circunscri-
to a X, producida por el plano 7 o la envolvente de las
trazas t,de los planos tangentes a X, trazados desde V.

Si V es el centro de proyeccion o punto de vista, &

es el contorno de Z, visto desde V y separa la parte
vista de la oculta y si es un foco luminoso, ¢ es la
separtriz de sombre que separa la zona iluminada y la
de sombra.

c¢) Si V es impropio, el cono se transforma en un
cilindro, como sucede en el diédrico (Fig. b). En pro-
yeccion horizontal, la curva de tangencia del cilindro
proyectante X, circunscrito a la superficie A4, es el con-
torno aparente horizontal ¢ = 0, - 0, y en proyeccién
vertical, el cilindro proyectante €2 define el contorno
aparente vertical ® = o, - ®,.

d) Analiticamente se demuestra que los conos y
cilindros circunscritos a una superficie algebrdica son
del mismo orden que ésta, luego:

(a) En proyeccién cénica.

Fig. 11.7.—Contornos aparentes.

La proyeccion del contorno aparente de una super-
ficie de orden n, desde un punto V (propio o impropio)
sobre un plano, es una curva de orden n. En la figura
b, si A es una cuddrica, G,, G,, ®, y ®, son conicas.

11.7. Propiedades del contorno aparente

1%) Si una linea A (recta o curva) de una superficie
X (Fig. 11.8) corta al contorno aparente G, en un
punto ordinario P, se proyecta segin una linea A’,
tangente a ©’, en P’, o presenta en P’ un punto de
retrceso, segin que la tangente a A, en P, sea exterior
o incidente con V, respectivamente.
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{(b) En proyeccién diédrica.

Fig. 11.8.—Lineas que cortan al contorno
aparente.

Basta ver que las tangentes ty r a 0y 4, en P, per-
tenecen al plano tangente al cono, en P, y se proyec-
tan, por tanto, sobre su traza t,, luego A’ y ¢’ son tan-
gentes por tener la misma tangente 7, en P. Si la tan-
gente ma A, en Q, pasa por V, O’ =m’, es un punto de
retroceso de A’ (nim. 10,9-b). Segiin ésto:

2% La proyeccion del contorno aparente ¢ de E,
sobre un plano 7, es la envolvente ¢’ de las proyec-
ciones A’ de las distintas posiciones de la generatriz A
de X o0 el lugar de sus puntos de retroceso Q’, puesto
que si A corta a o en todas sus posiciones, sus proyec-
ciones A’, son tangentes a G".

Ambas propiedades son muy iitiles para representar
superficies o lineas contenidas en ellas.



3%) El contorno aparente es, en general, una linea
alabeada curva, poligonal o mixta, como sucede al
proyectar ortogonalmente el cono de vértice W y base
plana o, sobre & (Fig. 11.9). El cilindro proyectante se
compone de dos planos verticales (proyectantes) tan-
gentes al cono, segln las generatrices WA y WB y del
cilindro proyectante de la curva ACB. El contorno
aparente es, por tanto, la linea mixta cerrada WACBW
y su proyeccién horizontal, la WA’C’B’W’, siendo
W’A’y WB’ las tangentes a @', en A’ y B’.

11.8. Representacion de superficies

Las superficies no se representan, como las lineas,
por las proyecciones de todos sus puntos, puesto que
éstas cubrirfan total o parcialmente el plano de pro-
yeccién.

En general, se representan por las proyecciones del
minimo nimero de directrices que permitan hallar la
generatriz que pase por cualquier punto de ellas,

11. SUPERFICIES

Fig. 11.9.—Contorno aparente de un cono.

pudiéndose asi obtener las proyecciones de cualquier
punto de las superficie.

La representacion se completa, dibujando las lineas
mds caracterizadas y su contorno aparente.
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12.1. Generalidades

a) Poliedro es el cuerpo limitado por superficies
poligonales planas de modo que cada lado pertenezca
a dos poligonos y que dos poligonos contiguos (de
lado comiin) no sean complanarios (Fig. 11.1-a).

Los poligonos y sus lados, vértices y dngulos inter-
nos son, respectivamente, las caras, aristas, vértices 'y
dngulos planos del poliedro.

Dos caras contiguas AEGF y EGD forman un die-
dro del poligono de arista EG. Las aristas concurrentes
en un vértice D, por ejemplo, forman un dngulo polié-
drico (dngulo sélido del poliedro), de caras angulares
EDC, CDG y GDE.

Diagonal es la recta que une dos vértices del polie-
dro, sin ser arista ni diagonal de ninguna cara, como la
EK. Plano diagonal es el definido por una arista y un
vértice o por dos aristas, sin que sea cara, como el [E,
G HjJ.

Género de un poliedro es el nimero de sus caras.

La piramide y el prisma son también poliedros de
los que trataremos en los capitulos siguientes.

b) Si el plano de cada cara deja al poliedro en el
mismo semiespacio se llama convexo y son los tinicos
que vamos a estudiar. Segun ésto:

Un poliedro convexo no puede ser cortado por una
recta en mds de dos puntos, pues si fuera cortado en
tres puntos A, B, y C (Fig. b), alineados por este
orden, A y C estarian a distinto lado del plano « de la
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cara que contiene a B, y el poliedro no quedaria todo a
un mismo lado de a, luego no seria convexo. Por
tanto:

La seccion plana de un poliedro convexo es un
poligono convexo puesto que una recta solo puede
cortarlo en dos puntos.

Y 1<)

B

(a) Poliedro convexo.

(b) Puntos de corte de recta y
poliedro.

Fig. 12.1.—Poliedros no regulares.

¢) No existe ningiin poliedro convexo con todas sus
caras de mds de cino lados y todos sus dngulos soli-
dos de mds de cinco aristas. También se demuestra
que sdlo existen cino géneros de poliedros convexos,
cuyas caras sean del mismo niimero de lados y sus
dngulos sdlidos, del mismo niimero de aristas. Estos
son (Fig.12.2):
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(a) Tetraedro. (b) Octaedro.
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LA

(c¢) Icosaedro.
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(>

(e) Dodecaedro.

(d) Hexaedro.

Fig. 12.2.—Poliedros convexos no regulares de caras de igual niimero de lados y dngulos solidos, de igual niimero de aristas.

- El tetraedro, de cuatro caras triangulares (Fig. a).

- El octaedro, de ocho caras triangulares (Fig. b).

- Elicosaedro, de veinte caras triangulares (Fig. c).

— El hexaedro o cubo, de seis caras cuadradas

(Fig. d).

~ El dodecaedro, de doce caras pentagonales (Fig. e).

d) Poliedros regulares son los que tienen sus caras y
angulos diédricos iguales y pueden ser convexos y
estrellados. S6lo existen cinco géneros de poliedros
regulares convexos, también llamados platonicos, que
son los ya citados (Figs. 12.6 a 12.10).

Todo poliedro regular es inscriptible y circunscripti-
ble a la esfera. Los radios de las esferas inscrita y cir-
cunscrita se llaman apotema y radio del poliedro vy, el
centro comn, centro del poliedro.

Apotema es el segmento normal a una cara, deter-
minado por el centro de ésta y el de poliedro.

12.2. Contorno aparente

Si proyectamos ortogonalmente los vértices de un
poliedro convexo X, sobre un plano horizontal ©t (Fig.
12.3), el poligono convexo perimetral de las proyec-
ciones es la traza A,B,F,G,H,D, del prisma de genera-
trices verticales circunscrito a 2. La linea de tangencia
del prisma (contorno aparente horizontal) es el poligo-
no alabeado ABFGHD 'y, su proyeccion
A,B,F,G,H D, la proyeccién horizontal del contorno.

Toda vertical (proyectante) interior al prisma, como
la PQ, corta al poliedro en dos puntos P y Q (ndm.
12,1.b). En proyeccién horizontal, sera visto el punto
P, por ser el de mayor cota (mds alejado de m) y el O,
oculto.

Los lados del contorno aparente horizontal son vis-
tos; dividen a la superficie del poliedro, en una parte
vista y otra oculta, y son intersecciones de una cara
vista y otra oculta.

Si la proyeccién E, de un vértice es interior a la del
contorno, las aristas que concurren en E son vistas u
ocultas, seguin lo sea E. En la figura, son ocultas por
ser E el de menor cota y por tanto, oculto.

Fig. 12.3.—Contorno aparente de un poliedro.

Para determinar cudl de las aristas interiores C,D, y
E,H, es vista en proyeccién horizontal, se traza la ver-
tical que pasa por su interseccion M, y corta a las res-
pectivas aristas, en M y N. Como M es visto, CD es
vista y EH, oculta. Esto es lo que se ha hecho para
representar el paralelepipedo X, en diédrica (Fig.
12.4).
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Fig. 12.4.—Representacion diédrica.

El poligono perimetral A,B,C,G,H,E, es la proyec-
cién horizontal del contorno aparente horizontal
ABCGHE. Por otra parte, de los triedros de vértices D,
y F,, interiores al contorno, es visto el de mayor cota
D. También puede hallarse, por medio de la vertical
que pasa por el punto de corte M, de D.H, y EF, y
corta a estas aristas, en M y N, siendo M el de mayor
cota.

(a) Con una cara en H.

Fig. 12.5.—Seccion plana de un tetraedro.

El contorno aparente vertical es el poligono alabea-
do ADCGFE. El triedro de vértice interior visto B se
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(b) Con dos aristas horizontales.

Fig. 12.6.—Representacion del tetraedro regular.

halla directamente, por ser el de mayor alejamiento, o
por medio de la recta de punta PQ, siendo P el de
mayor alejamiento.

12.3 Seccidn plana

En un poliedro convexo, dos caras paralelas entre
si, 0 que se cortan segin una arista paralela al plano
secante, son cortadas por éste, segiin rectas paralelas.

La seccién plana es un poligono convexo que puede
hallarse: determinando sus vértices, como interseccio-
nes del plano secante con las aristas; hallando las
intersecciones (lados) del plano secante con las caras
o combinando ambos métodos.

Mas préctico resulta transformar el plano secante en
proyectante, por un giro o cambio de plano. Esto per-
mite hallar la seccién de forma inmediata y referir los
vértices a las proyecciones primitivas.

La seccion del tetraedro ABCD por el plano kv,
(Fig. 12.5) se ha hallado, por medio de un cambio de
plano vertical, siendo la nueva linea de tierra normal a
h,. El plano o se concierte en proyectante vertical, y
su nueva traza v, corta a las nuevas proyecciones
A BCD) del tetraedro, en N, M, P, y Q) que, refe-
ridas a las aristas primitivas, determinan la seccién
M /N,P,Q,-M,N,P,Q2,. Como comprobacién, las pro-
longaciones de los lados P,Q, y N,M, situados en las
caras del diedro de arista A,B,, concurren en un punto
K de ésta.



12.4. Interseccion de una recta con un poliedro

Se halla, trazando por la recta un plano auxiliar
(uno de los proyectantes de la recta) que corta al
poliedro, segtin un poligono. Las intersecciones de la
recta con el poligono-seccioén son los puntos de corte

12. POLIEDROS

con el poliedro.

En la pirdmide y prisma, las secciones mas sencillas
son las producidas por planos que pasen por la recta y
el vértice de la pirdmide, o sean paralelos a las aristas
del prisma.

REPRESENTACION DE POLIEDROS REGULARES CONVEXOS

12.5. Tetraedro (Fig. 12.6)

La cara situada en el plano horizontal (Fig. a) es el
tridngulo equilatero A,B,C,, de lado [ (arista del polie-
dro), colocado en cualquier posicién. La proyeccion
D, del cuarto vértice es el centro del tridngulo A,B,C,
y su cota H, se obtiene abatiendo el tridngulo rectin-
gulo A,D,D, de hipotenusa AD = [y cateto A,D,, o el
triangulo isésceles A E,D, se base AD = 1y lados igua-
lesAE, = ED = h (altura de una cara).

El abatimiento (D) de D se obtiene, por tanto, como
interseccion del arco C(D) (de centro A, y radio /) con
la perpendicular D,(D) a A,D, o con el arco A,(D), de
centro E, y radio E,A, = h.

La arista CB, por ejemplo, es perpendicular al plano
vertical de traza A,E, y a la arista AD, contenida en él,
luego los pares de aristas opuestos de un tetraedro se
cruzan perpendicularmente. Esto sirve para represen-
tar el tetraedro con dos aristas horizontales (Fig. b).
Los vértices A y B, situados en H, determinan con el
punto medio M de la arista CD, el tridngulo is6sceles
ABM, de base A,B, = | y lados MA = MB = h (altura de
una cara). De aqui, la construccién:

Construir el tridngulo equildtero A,B,K, de altura
MK = h y luego, el tridngulo is6sceles A,B,(M), de
lados A(M) = B{M) = h y altura M(M) = d (minima
distancia entre las aristas AB y CD). Los vértices C'y
D son, por tanto, puntos de cota d y proyecciones C, y
D, situados en la mediatriz de A B, y distantes de M, la
longitud M,C, =M D, = I/2.

En los poliedros regulares, el centro del poliedro
equidista de los vértices y caras y es centro de simetria
del poliedro, excepto en el tetraedro que no tiene cen-
tro de simetria.

12.6. Hexaedro o cubo (Fig. 12.7)

La cara situada en el horizontal (Fig. a) es un cua-
drado de arista /, en posicion arbitraria, y las aristas
normales a ella son verticales, de longitud /.

\ v 4

(a) Con una cara en H. (b) Con una diagonal vertical

Fig. 12.7.—Representacidn del hexaedro regular o cubo.

Para representar un cubo con una diagonal vertical
(Fig. b), se coloca previamente (figura de la izquierda)
con una cara horizontal y dos diagonales frontales y
luego, se gira alrededor del eje de punta G,G,, hasta
que la diagonal A’G quede vertical, en AG. El plano
diagonal girado es el rectangulo A,C,G,E,, siendo E,
la interseccién del arco E.E, con el de centro A, y
radio /. Los demas vértices se hallan facilmente, como
se ve en la figura. En esta posicion, las propiedades
mds importantes de sus proyecciones son (nim. 10,5
de /E. de G.D.):

1*) La proyeccién B,C,D,H,E,F, del contorno apa-
rente horizontal es un exdgono regular.

2*) Las proyecciones verticales de los extremos de
las tres aristas, concurrentes en A y G, estan sobre las
normales E,B, y H,C, a A,G,, distantes de A, y G, la
longitud d = A,G,/3

3%) Las proyecciones de las diagonales de caras, no
coincidentes con radios, como la B,D,, est4n en verda-
dera magnitud.
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l \
(a) Con una diagonal vertical.

Fig. 12.8.—Representacidn del octaedro regular.

12.7. Octaedro (Fig. 12.8)

Si el octaedro se coloca con una diagonal EF verti-
cal (Fig. a), la seccién diagonal, normal a ella, es el
cuadrado ABCD, de plano horizontal, representado en
verdadera magnitud, siendo E,F, = A,C, = BD, lo que
demuestra que las diagonales del octaedro son iguales
y perpendiculares entre si. El plano de simetria traza-
do por EF, por ejemplo, es mediatriz de las aristas AD
y BC, y corta al octaedro, segin un rombo EMFN de
lados EM = MF = FN = NE = h (altura de una cara) y
diagonal NM = [ (arista del poliedro).

Esto sirve para representarlo con la cara ABC, en ¢l
horizontal (Fig. b). La cota H de la cara opuesta EDF
se halla, abatiendo el rombo-seccién AMDN, produci-
do por el plano de simetria de traza A,M,, en
A M (D)(N), siendo A;M,(N) un tridngulo isésceles que
puede construirse, por serAM, = A(N) = hy M{N) = L.
A partir de estos datos, se hallan facilmente los restan-
tes vértices.

12.8. Dodecaedro (Fig. 12.9)

Si se coloca el dodecaedro con una cara en el hori-
zontal (Fig. 12.9), ésta es la base pentagonal regular
MNPTS, de lado [ (arista del poliedro). Como las tres
caras del triedro M, por ejemplo, son iguales, la arista
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(b) Con una cara en H.

Fig. 12.9.—Dodecaedro regular.

MA se proyecta en la bisectriz del dngulo S,M,N, (pro-
longacién del radio Q,M,) y los abatimientos de las
caras de arista comiin MA coincidirdn con el pentdgo-
no base, siendo S, y N, los abatimientos del vértice A
de cada cara. De aqui, la construccidn:

La proyeccion A, es la interseccién de la normal
S,A; a N,M, con Q,A, (prolongacién del radio Q,M,) o
con N,A, (normal a S;M,). La B, es la interseccién de
KA, conlanormal T,B,aNM, Lascotas Hy H’ de A
y B se obtienen, deshaciendo el abatimiento, como se
indica en la figura.

La proyeccion horizontal se completa facilmente,
por simetria, ya que A,, C,, ... estdn sobre las prolon-
gaciones de los radios Q,M, Q,N,, ..., a distancias M,A,
=N,_C,=..,etcy B, D, ..., sobre las apotemas, a dis-
tancias O,B, = Q0,D,= ..., etc.

La quebrada alabeada ABCD... (contorno aparente
horizontal) divide al poliedro en dos partes iguales y
se proyecta, segin el decdgono regular A,B,C,D,... Al
colocar la mitad superior sobre la inferior, los 4ngulos
salientes de una encajan en los entrantes de la otra.

Cada par de caras opuestas son paralelas, lo mismo
que las aristas que las forman, y la base superior se




proyecta en planta, segiin un pentigono regular, gira-
do 36° respecto a la base inferior.

12.9. Icosaedro (Fig.12.10)

Si se coloca la diagonal MN vertical (Fig. a), las
bases pentagonales de las pirdmides de vértices My N
son horizontales y se proyectan, segin dos pentagonos
regulares, de lado [ (arista del poliedro) cuyos vértices

(a) Con la diagonal MN vertical.

12. POLIEDROS

simétrico del A,B,C,, respecto al centro comiin. El
vértice D es comin a la cara ABD y al pentdgono
BCFED, abatidos en A,B,C, y en el pentdgono regular
B,C(F)(E)D) luego si por C, y (D), se trazan perpen-
diculares a sus charnelas A,B, y B,C,, se cortan en D,
Los restantes vértices se obtienen facilmente, por
simetria.

Las cotas 'y H de Ly G, por ejemplo, se obtienen
(nim. 5,8), como catetos de tridngulos rectangulos de
hipotenusa [ y catetos B,L, y C,G, (o deshaciendo los

(b) Con una cara en H.

Fig. 12.10.—Representacion del icosaedro regular.

A, P, B, O, ... forman un decagono regular que defi-
ne la proyeccidn horizontal del poliedro.

El tridngulo equildtero A,B, (M) es el abatimiento
de las caras ABM y ABP sobre el plano horizontal que
pasa por AB. Al deshacer el abatimiento, se obtienen
las alturas & y H de las piramides del cuerpo central
que permiten dibujar el alzado.

Si se coloca la cara ABC en el horizontal (Fig. b),
en A,B,C,, 1a cara opuesta es el tridngulo P,M /N,

abatimientos de D y E), lo cual permite dibujar el
alzado.

12.10. Secciones importantes

Seccion principal de un poliedro es la producida
por un plano ¢ que pasa por su centro, contiene 10s
radios 1, R y R’ de las esferas inscrita, circunscrita y
tangente a las aristas, y es plano de simetria del polie-
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dro. Si o es frontal (Fig. 12.11), la seccidn es el con-
torno aparente vertical del poliedro, y se proyecta
sobre V, en verdadera magnitud.

En cada figura se indican los elementos que definen

P )
hu o
d
£

(c) Una diagonal y

el punto medio de

una arista normal
aella.

(a) Una arista y el
punto medio de la
opuesta.

(b) Dos aristas
opuestas.

(e) Dos aristas
opuestas.

(d) Dos aristas
opuestas.

Fig. 12.11.—Secciones principales y elementos que las definen.

el plano o. En el tetraedro, €l centro O es el ortocentro
de la seccién principal.

Como secciones notables de los cinco poliedros,
citaremos las siguientes:

Poliedro Plano secante Seccién
poligonal
Paralelo a dos aristas opuestas (Fig. 11.12a).| Rectdngulo
Tetraedro Paralelo y equidistante de dos aristas Cuadrado
opuestas (Fig. 11.12b).
Dado por los extremos E, B y D de tres Tridngulo
Cubo aristas concurrentes en un vértice. equildtero
(Fig. 11.13b). Normal a una diagonal por su punto Hexdgono
medio. regular
Paralelo y equidistante de dos caras Hexdgono
Oct:
ctaedro opuestas (Fig. 11.14b). regular
Plan9 ﬁ, paralelo a dos arista§ opuestas Cuadrado
y coincidente con cuatro vértices ABCD
(Fig. 11.17d)
Plano o, paralelo y equidistante de dos Decagono
caras opuestas (Fig. 11.15 regular
Dodecaedro P (g ) £
Plano f3 que pasa por los vértices Pentigono
equidistantes de una cara (Fig. 11.15) regular
Plano 7, dado por los extremos C, E, Fde | Tridngulo
tres aristas concurrentes en un vértice / equilatero
(Fig. 11.17d). CEF
Plano ynormal a una diagonal por su Decégono
punto medio (Fig. 11.17¢). regular
Icosaedro
Plano 3 dado por los extremos de aristas Pentdgono
concurrentes en un vértice (Fig. 11.17). regular
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12.11. Poliedros conjugados (Fig. 12.12)

Si se unen los centros de las caras concurrentes en
cada vértice de un cubo (Fig. a), se obtienen las ocho
caras de un octaedro regular y reciprocamente. Los
poliedros, asi obtenidos, se llaman conjugados o reci-
procos.

Andlogamente, los centros de las caras de un dode-
caedro (Fig. c), son vértices de un icosaedro y recipro-
camente. Los de un tetraedro lo son de otro tetraedro
(Fig. b). Por tanto, el octaedro y el cubo son conjuga-
dos, lo mismo que el sicosaedro y el dodecaedro. El
tetraedro, en cambio, es conjugado de si mismo.

12.12. Poliedros semiregulares o
arquimedianos

Son poliedros convexos de aristas iguales, de caras
poligonales regulares de dos o tres géneros (las del
mismo género, iguales) y dngulos sélidos no regulares
(triedros, tetraedros o pentaedros) iguales o simétri-
cos. Son inscriptibles en la esfera y pueden no ser cir-
cunscriptibles en otras concéntricas.

Arquimedes demostré que sélo existen trece de
estos poliedros. Se designan con la notacién Al, All,



(a) Cubo y Octaedro. (b) Tetraedro.

Fig. 12.12.— Poliedros conjugados.

(c) Dodecaedro e Icosaedro.
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Fig. 12.13.—Tetraedro trun-
cado o troncotetraedro. Del
T.porT.V.a l/3.

(b) Cubo truncado o
Tronco-Cubo.
Del C. por T.V.a 0,294 1.
Del O. por T.V.a 0,586 1.

(a) Cuboctaedro o Dimaxion.
Del C. por T.V.al/2.
Del O. por T.V. al/2.

(d) Octaedro truncado,
Troncoctaedro o Poliedro de
Lord Kelvin.

Del O. por T.V. al/3.
Del C. por T.V. a 3/4.

(c) Rombicuboctaedro.
Del C. por T.A. 20,293 1.
del O.por T.A. 20,614 1.

Fig. 12.14.—Poliedros semiregulares o arquimedianos, derivados del cubo o del octaedro.

Alll, ..., AXIII, y pueden obtenerse, a partir de polie-
dros regulares, por truncadura de vértices (T.V.) o de
aristas (T.A.) o por otras combinaciones. As{ el Al se
obtiene del tetraedro (T); del AIl al AVIL, del cubo (C)
o0 del octaedro (O) y del AVIII al AXIII, del dodecae-
dro (D) o del icosaedro (I). Inversamente, prolongan-
do las caras de estos poliedros, se obtienen los cinco
poliedros regulares convexos. En las figuras 12.13 a
12.15, se representan los mds sencillos y se indica el
poliedro del que se obtiene y la forma de obtenerlo.

12.13. Prismas y antiprismas regulares o
arquimedianos (Fig. 12.16)

Son dos series de poliedros afiadidos por
Arquimedes a los poliedros semiregulares. El prisma

(b) Troncoicosaedro
Del L. por T.V. al/3
Del D. por T.V.2 0,888 1

(a) Icosidodecaedro
Del D. por T.V. a 12
Dell por T.V.al2

Fig. 12.15.— Poliedros semiregulares o arquimedianos, derivados
del dodecaedro o del icosaedro.
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(a) Prisma regular recto.

(b) Antiprisma regular o prismatoide.

Fig. 12.16.— Prisma y antiprisma regular o arquimediano.

regular recto (Fig. a) es inscriptible en la esfera y tiene
dos bases poligonales regulares convexas iguales, de n
lados y n caras laterales cuadradas. El de base cuadra-
da es el cubo.

El antiprisma regular o prismatoide (Fig. b) es ins-
criptible en la esfera y tiene dos bases poligonales
regulares convexas iguales, de n lados, giradas entre si
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360°2n, y 2n caras laterales triangulares equiléteras.
El de base triangular es el octaedro regular (Fig. 12.b-
b). La altura 4 se ha hallado, como cateto del tridngulo
rectangulo MC,C, de hipotenusa MC, igual a la altura
de la cara ABC, abatida en A,B,(C). (Ver nims. 10,1 a
10,22 de n/E. de G.D.).



13.1. Superficies radiadas. Generacion

La proyeccién de una linea @, abierta o cerrada
(Fig. 13.1), desde un punto V es, en general, una
superficie cdnica (Fig. a), abierta o cerrada, respecti-
vamente, y si V es impropio, una superficie cilindrica
(Fig. b). Si w es una cdnica, la superficie es de segun-
do orden o cuddrica (cono y cilindro cuddrico).

Si @ es poligonal, 1a proyeccién es una superficie
poliedral que puede ser piramidal (Fig. c) o prismatica
(Fig. d), segin que V sea propio o impropio. Las cua-
tro superficies son figuras de la radiacién de vértice V
(ndm. 1,2), por lo que también se llaman superficies
radiadas.

La linea w es la directriz de la superficie, y las pro-
yectantes de todos sus puntos, las generatrices. En las
poliédricas, las proyectantes de los vértices son las
aristas. Como directriz puede tomarse cualquier linea
plana o alabeada trazada en la superficie, con la condi-
cién de que corte a cada generatriz en un sé6lo punto.

Las superficies radiadas también pueden definirse
como superficies regladas engendradas por una gene-
ratriz rectilinea que se mueve en el espacio, pasando
por V y apoyandose en la directriz @. Son por tanto,
superficies ilimitadas, por serlo la generatriz.

El cuerpo limitado por el vértice propio V y una
seccién plana @ se llama cono (Fig. a) o pirdmide

13. PIRAMIDE

(Fig. c¢) y en las de vértice impropio, el limitado por
dos secciones paralelas, cilindro (Fig. b) o prisma
(Fig. d).

(b) Cilindrica. (c¢) Piramidal. (d) Prismatica.

(a) Cénica

Fig. 13.1.—Superficies radiadas.

Aunque la representacioén y propiedades de estas
superficies son esencialmente las mismas, por razones
didécticas, las estudiaremos por separado, empezando
por las poliedrales (pirdmide y prisma).
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Fig. 13.2.—Pirdmide de base de plano o.

13.2. Representacion de la piramide

Una pirdmide queda definida por el vértice V-V,
(Fig. 13.2) y por la base (directriz) de plano «, repre-
sentada por su proyeccion horizontal A,B,C,D, (por

Fig. 13.3.— Pirdmide de base horizontal.
ejemplo). La proyeccién vertical A,B,C,D, se obtiene,

trazando horizontales de o, que pasen por los vértices
y refiriendo a ellas las proyecciones A, B, ..., etc.
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Fig. 13.4.—Seccién por un plano que pasa por el vértice.

Las aristas son las rectas VA, VB, VC y VD. El con-
torno aparente horizontal es el VABCV y el vertical, el
VBCDV. En proyeccién horizontal, las aristas vistas
son las VA, VB y VC (por ser B el vértice de mayor
cota) y en alzado, las VB, VC y VD (por ser C, el de
mayor alejamiento).

Fig. 13.5.—Seccion de plano o.

Lo mas sencillo es representar la pirdmide con su
base situada en H, por ejemplo, (Fig. 13.3). Los con-
tornos aparentes y las aristas vistas se hallan de forma
inmediata, como se ve en la figura.



13.3. Seccion plana

En una pirdmide de vértice V y base poligonal con-
vexa @ (Fig. 13.4), todo plano secante ¢ que pase por
el vértice V corta a la pirdmide, segin dos, una o nin-
guna generatriz. Las generatrices de corte VA 'y VB son
las rectas que unen V con los puntos de corte Ay B de
1,y @.

Fig. 13.6.—Seccion de plano de canto.

La secciéon @’ producida por un plano cualquiera o
(Fig. 13.5) se halla ficilmente, teniendo en cuenta que
las trazas a =AB y a’ =A'B’, de cada cara VAB, con H
y &, concurren en un punto M de A, (arista del diedro
[H, &), y los puntos de corte A y A’ de cada arista VA
con H y o estan alineados con V. Esto demuestra que
la seccidn @’ y la base @ de la pirdmide se correspon-
den en el espacio (nim. 2,1), en una homologia de
centro V y eje h, y sus proyecciones @, y @;, en otra
homologia de centro V, y eje A, (ndm. 2,5)

La homologia queda asi definida por un par de pun-
tos homologos A y A’, siendo A’ la interseccion de o
con la generatriz VA. De aqui, la construccién:

Hallar la interseccién A’ de o con la arista VA y
prolongar los lados A,B,, B,C,, ... de la base, hasta cor-
tar a h,, en M, N, ..., etc. El punto A’ se ha hallado,
por medio del plano B, proyectante vertical de VA, que
corta al o, segun i,-i, y ésta corta a V,A,, en el homo-
logoA;de A,

13. PIRAMIDE

La recta A)M,, homéloga de A,B,, corta a V,B,, en
B}; 1a B)N,, homéloga de B,C,, corta a V,C, en C}, y
asi sucesivamente, hasta completar la seccidn.
Refiriendo los vértices A}, B, ..., etc. a las proyeccio-
nes verticales de las aristas, se obtiene la otra proyec-
cién @, de la seccién.

Las proyecciones a, = A,B,, b, = B,C,, ... de los
lados también pueden obtenerse, trazando A;M, que
corta a V,B,, en B} y luego, B;N, que corta a V,C,, en
C,, ..., etc.

Fig. 13.7.—Seccion de plano vertical.

13.4. Seccion de plano proyectante

Si a es un plano de canto (Fig. 13.6), los vértices
A, B, C, D, E,y F, son las intersecciones de v, con
las proyecciones verticales de las aristas. Refiriendo
estos puntos a la proyeccién horizontal de las aristas,
se obtiene la planta A,B,C,D,E,F, de la seccién.

Si o es vertical (Fig. 13.7), se hallan las interseccio-
nes A, B, C,, D,y E, de h, con la planta de la pirdmi-
de y se refieren a la proyeccién vertical, en
A,B,C,D,E,.
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13.5. Interseccion de recta y piramide

Se halla (Fig. 13.8) valiéndonos del plano auxiliar
a, definido por la recta dada r;-r, y el vértice V de
la pirdmide. Para determinarlo, se une V con un punto
C de ry se halla la traza H,-H, de la recta VC, siendo

Fig. 13.8.—Interseccion de recta y pirdmide.

h, = H,H, la traza del plano que corta a la base, en A,
y B,. Los puntos de corte de r, con VA, y V,B, son las
intersecciones M, y N, buscadas, referidas a r,, en M,
y N,. Como comprobacién, V,A, y V,B, han de pasar
por M,y N,

13.6. Desarrollo

Como ya se dijo (nim. 11,2}, las superficies desa-
rrollables (cono, cilindro, pirdmide, prisma, etc.) pue-
den desarrollarse sobre un plano, sin roturas ni defor-
maciones. En el caso de la pirdmide, el desarrollo se
obtiene (Fig. 13.9-a), cortando la superficie por la
arista VA, por ejemplo, y abatiendo la cara VAB, sobre
el plano de la cara VBC, tomando como charnela VB.
Luego, se abaten las dos caras sobre el plano [VCD] y
asf sucesivamente, hasta obtener el desarrollo (Fig. b).

El problema se reduce, por tanto, a dibujar las
caras, en verdadera magnitud, de modo que cada una
tenga una arista comun con la siguiente y estén colo-
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Fig. 13.9.—Desarrollo de la pirdmide, por abatimiento de las
caras.

cadas en el mismo orden que en la pirdmide. La ver-
dadera magnitud de las caras se obtiene por los dos
métodos que siguen:

a) Por abatimiento. Basta abatir cada cara sobre el
plano horizontal de la base, como ya se sabe. En este
caso, resulta mas rapido abatir sélo la cara VAB, por
ejemplo, en (V),A,;B, y trazar por V, perpendiculares a
los lados B,C,, C,D, y DA, de la base. Luego, con
centro en B,, se traza el arco (V),(V),, que corta a
Vi(V), en (V),; con centro en C,, el arco (V),(V); que
corta a V/(V),, en (V),, y con centro en D,, el arco
(V)y(V), que corta a V,(V),, en (V),. Para dibujar el
desarrollo (Fig. b), se ha tomado como arista de aper-
tura la VA,

b) Por giro (Fig. 13.10). Basta girar todas las aris-
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Fig. 13.10.—Desarrollo de la pirdmide, por giro de las aristas.

tas, alrededor de un eje vertical, trazado por V, hasta  dibujar el desarrollo (Fig. b), como se ha indicado.
su posicién frontal, quedando representadas, en verda- (Ver nims. 9,1 a 9,10 de w/E. de G.D.).
dera magnitud, en V,B,, V,C,, ..., etc.; pudiéndose asi
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14.1. Representacion

Sea h la altura de un prisma recto, de base exago-
nal, de plano «a (Fig. 14.1) y proyeccién
A,B,C,D,D,EF, dada. La proyeccion vertical A,B,...

Fig. 14.1.—Prisma recto de base a.

F, se obtiene, trazando por los vértices, horizontales
de oy refiriendo a ellas las proyecciones dadas.

La arista DQ, por ejemplo, es normal a « (de pro-
yecciones normales a &,y v,) y su extremo Q se halla,
girando un punto K-K, de ella, alrededor del eje verti-
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cal (no dibujado), trazado por D, hasta su posicién
frontal DK’. Se toma, luego, sobre D,K;, la longitud
D,Q, = h y al deshacer el giro, se obtiene la proyec-
cién Q, y luego, la Q,.

Fig. 14.2.— Prisma oblicuo de base horizontal.

Las restantes aristas se obtienen, trazando por los
vértices segmentos CP, BN, ... , iguales y paralelos a
DQ. Como comprobacién, los lados QP PN, ..., etc.
de la base superior han de ser paralelos a DC, CB, ...,
etc.

El contorno aparente horizontal FABCPQSTF vy el
vertical AMNPQDEFA determinan las aristas vistas y
las partes ocultas, como se ve en la figura.

Si la base es horizontal (Fig. 14.2), la representa-
cién es mucho més sencilla y las aristas vistas se
hallan sin dificultad alguna.



14.2. Seccion plana

Como ya dijimos en el nim. 13,3, la seccién produ-
cida en un prisma oblicuo (Fig. 14.3) por un plano a,
se corresponde con la base en una homologia de vérti-
ce impropio (direccion de las aristas), es decir, en una

Fig. 14.3.—Seccion plana del prisma.

afinidad de eje h, y direccién de afinidad, la de las
aristas y sus proyecciones se corresponden, en otra
afinidad de eje h, y direccién de afinidad 1,A, (niims.
2,1y 2,5). De aqui, la construccién:

Primero se halla la interseccién A,-A, de la arista /-
1, con o (por medio del plano proyectante vertical de
la arista) y se prolongan los lados de la base hasta sus
intersecciones M, R, ... con h,. La recta A;M, homolo-
gade 1,2, corta a la arista 2, en B,; la B,R, homodloga
de 2,R, corta a la arista 3,, en C,, y asi, sucesivamente,
hasta completar la seccién A,B,C,D,.

Refiriendo, luego, los vértices A, B,, ... a las pro-
yecciones verticales de las aristas, se obtiene la otra
proyeccién A,B,C,D, de la seccién.

Si a es de canto (Fig. 14.4), los vértices A,, B,, ...
de la seccidn son las intersecciones de v, con las pro-
yecciones verticales de las aristas. Refiriendo estos
puntos a la planta de cada arista, se obtiene la planta
A,B,C,D,E, de la seccion.

14. PRISMA

'P

Fig. 14.4.—Seccion plana de canto.

14.3. Interseccion de recta y prisma

Se halla, trazando por un punto C,-C, de la recta
dada r,-r, (Fig. 14.5), la paralela s,-s, a las aristas late-
rales del prisma. Las trazas H y H, de r y s determi-

Fig. 14.5.—Interseccion de recta y prisma.

nan la traza &, del plano auxiliar & que corta a la base
del prisma en A, y B,. Las intersecciones AM y BN de
o con ¢l prisma cortan a r en los puntos buscados M,-
M,y Ni-N,.
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(a) Proyecciones. |

(b) Desarrollo.

Fig. 14.6.—Desarrollo de prisma de aristas frontales.

14.4. Desarrollo

a) Se obtiene, dibujando las caras, en verdadera
magnitud, a partir de la arista de apertura, de modo
que cada una tenga una arista comin con la siguiente
y esté colocada en el mismo orden en que se encuen-
tran en el prisma.

——————
- -
—— -~

La verdadera magnitud de las caras se obtiene, por
abatimiento de éstas o por medio de la seccion recta,
de lados perpendiculares a las aristas. En el desarrollo,
las aristas son paralelas entre si, y el perimetro de la
seccidn recta es una recta perpendicular a las aristas,
lo cual simplifica las construcciones.

Si las aristas son frontales (Fig. 14.6), se traza un
plano normal a las aristas, que corta al prisma, segun
la seccién recta A,B,C,D,E, (no es necesaria la pro-
yeccion horizontal), abatida en (A)(B)(C)(D)E).

El desarrollo se obtiene (Fig. b), tomando sobre una
recta, los lados AB = (A)(B), BC = (B)(C), ... de la
seccién recta, y trazando por A, B, C, ..., perpendicula-
res a ella. Sobre las perpendiculares, se llevan luego

-~ ~N —
/// Vo ///’
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; /
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/
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/ y : ~
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(a) Proyecciones.

7 — B c

(b) Desarrollo.

Fig. 14.7.—Desarrollo de un prisma cualquiera.
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(a) Proyecciones.

(b) Desarrollo.

Fig. 14.8.—Desarrollo por abatimiento de caras.

longitudes AA’ = A,I,, BB’ = B,2,, ..., y apartirde A’,
B’, ..., etc., longitudes A’A” = B’B” = ... = [ (longitud
de la arista) que permiten dibujar el desarrollo.

Las quebradas A’B’C”’... y A”B”C” ... son los.desa-
rrollados de los perimetros de las bases del prisma.

b) Si las aristas no son frontales (Fig. 14.7-a) se
procede de forma andloga, trazando el plano «, nor-
mal al prisma, por medio de la horizontal que pasa por
un punto A de la arista /. Se halla, luego, la seccién
ABCD (seccion recta del prisma), como ya se sabe, y
se abate sobre el horizontal, en (A)(B)(C)(D), en ver-
dadera magnitud.

La longitud de la arista / se ha hallado, girando el
segmento JA, alrededor de un eje de punta (no dibuja-
do) que pasa por 1,-1,, hasta situarlo en el horizontal,
en I,A), siendo 7,L;} = [ la longitud de la arista. Si
ahora se giran los segmentos 2B, 3C y 4D, alrededor
de ejes de punta, trazados por los vértices 2, 3 y 4,
hasta situarlos en el horizontal, los segmentos girados
son paralelos al 7, A], por ser los ejes paralelos lo
mismo que los segmentos. Basta pues trazar por los
puntos 2,, 3, y 4, paralelas a I,A; que cortan respecti-

vamente a las paralelas a LT, trazadas por B,, C,y D,,
siendo 2,B;, 3,C,y 4,D; los segmentos girados, en
verdadera magnitud, que permiten dibujar el desarro-
Ilo, como antes se ha dicho:

Tomar sobre una recta AA (Fig. b), los lados AB =
(A)(B), BC = (B)(C), ... de la seccién recta, y tomar
sobre las perpendiculares a ella, trazadas por A, B, ..,
etc., longitudes AA’ = T,A}, BB" = 2B, .., etc. y
luego, A’A"=B'B"=..=1L =1

¢) También pueden abatirse las caras (Fig. 14.8),
abatiendo el vértice A, por ejemplo, en (A),, y trazan-
do (A),(B), y 2,(B), paralelas a 1,2, y 1,(A),, respecti-
vamente. A partir de ésto, se obtiene el abatimiento de
la cara B23C, trazando por B, la normal al lado 3,2,
hasta cortar en (B), el arco (B),(B),, de centro 2,, y asi
sucesivamente hasta abatir todas.

Finalmente, los paralelogramos de las caras (Fig. b)
se han construido por medio de dos lados contiguos
Al y 12 y la diagonal A2, evitando asi el empleo de
dngulos, que es mds inexacto, siendo la arista de aper-
tura la /A. (Ver nims. 9,10 a 9,26 de n/E. de G.D.).
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15.1. Generalidades

Como ya dijimos (nim. 13,1), cono es el cuerpo
limitado por una hoja de una superficie cénica y un
plano cualquiera que corta a todas las generatrices, sin
pasar por el vértice; es decir, que el cono es un volu-
men. A veces se confunden las palabras cono y super-
ficie conica o se emplean ambas indistintamente.

Si el cono tiene por base un circulo, se llama circu-
lar recto u oblicuo, seglin que la recta que une el vérti-
ce con el centro de la base sea o no perpendicular al
plano de ésta. Nosotros estudiaremos sélamente los de
base circular, sean o no de revolucién.

15.2. Representacion

a) En general, el cono queda definido por su vértice
V,-V, (Fig. 15.1) y por una de sus secciones planas @
(directriz), representada por su proyeccién horizontal,
por ejemplo, y el plano o que la contiene. La otra pro-
yeccion se halla facilmente por horizontales, como se
explicé en el nim. 10,2.

Las generatrices son las rectas VA, VB, ..., etc. que
unen el vértice V con los puntos A,-A,, B,-B,, ... de @.
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La tangente t, = V,T, a @, es proyeccion de la genera-
triz del contorno aparente horizontal y su traza H, per

Fig. 15.1.—Cono de directriz plana o.

tenece a la traza horizontal del cono y es el punto de
tangencia de ¢, con dicha traza.



b) Lo mds sencillo es representar el cono con su
base w en el horizontal, como asi haremos en lo suce-
sivo (Fig. 15.2). Todo plano secante de canto, trazado
por el vértice, corta al cono segtn dos generatrices a y

Fig. 15.2.—Cono de base horizontal.

b, de proyecciones a, = b, coincidentes con su traza
vertical. Se exceptuan los tangentes al cono, cuyas
generatrices de tangencia m, y n, son las del contorno
aparente vertical. Andlogamente, los planos secantes
verticales cortan al cono, segin dos generatrices,
excepto los dos tangentes cuyas generatrices de tan-
gencia (generatrices de contorno aparente horizontal)
se proyectan, segun las tangentes t, y s, a w,, trazadas
desde V,,

Se obtiene asi el contorno aparente horizontal
VSMTV (formado por las generatrices s y ¢ y el arco
SMT de w) y el contorno aparente vertical VNTMV
que determinan las partes vistas en ambas proyeccio-
nes. Si V, es interior a @,, no existe contorno aparente
horizontal.

Las proyecciones de un punto de proyeccién dada
A,, se hallan trazando la generatriz V,A, = a, = b,,
cuyas trazas H, y H, determinan las proyecciones A, y
B, de los puntos buscados, situadasena, =V,H,y b, =
V,H,. Andlogamente se procederia, conociendo la pro-
yeccidn horizontal.

15.3. Plano tangente

a) Plano tangente en un punto A de la superficie
conica (Fig. 15.3) Es el determinado por la generatriz

15. CONO

g = AB y la tangente al circulo seccién, ¢, de plano
paralelo a la base (nim.11,3-b). También queda deter-
minado por la generatriz AB y la tangente s a la base,
en la traza B de la generatriz. Este segundo método,

Fig. 15.3.— Plano tangente en A.

mds practico que el anterior, se basa en que el plano
tangente a una superficie desarrollable es tangente a
la superficie en todos los puntos de la generatriz,
luego también lo es en B.

Fig. 15.4.—Plano tangente incidente con P o paralelo a D.

b) Plano tangente que pase por un punto exterior P
(Fig. 15.4). Son los determinados por la recta VP y las
tangentes ¢, y ¢, a la base del cono, trazadas desde la
interseccién (traza) T de VP con el plano de la base.
Las generatrices de tangencia son las g, y g,, determi-
nadas por los puntos de tangencia By A de ¢, y t,, res-
pectivamente.

c¢) Plano tangente paralelo a una direccion D (Fig.
15.4). Basta trazar, por V, la paralela VT a la direccién
D, reduciéndose este caso al anterior, puesto que todo
plano que pase por VT es paralelo a D.
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Fig. 15.5.—Plano tangente a dos conos de vértice comiin.

d) Plano tangente a dos conos de vértice comin y
bases coplanarias (Fig. 15.5). Son los determinados
por V'y las tangentes comunes a las bases de los conos
que, en este caso, son AB, CD, EF y GH. El problema
puede tener de cero a cuatro soluciones, segtin la posi-
cién de las bases.

Esto se aplica para trazar un plano tangente a un
cono y que forme un dngulo dado con una recta o con
un plano dado, o para trazar un plano tangente a un
cono y a una esfera.

15.4. Aplicacion al diédrico

a) En la figura 15.6, para hallar el plano «, tangente
al cono de vértice V, en un punto A, de la superficie
(no es necesaria A,), se traza la generatriz VA y por su
traza B, la tangente ¢, a 1a base. El plano tangente es el
a=[V, t] (nim. 15,3-a), de trazas h, =¢, y v,, determi-
nada por medio de la horizontal r,-r, de ¢, trazada por
|4

b) Si o ha de pasar por un punto A,-A,, exterior al
cono (Fig. 15.7), se halla la traza H, de la recta s = VA
y, desde H, las tangentes a la base (sélo se ha dibuja-
do la ¢t,, tangente a la base en B)). El plano tangente es
el a={V, t,], de trazas h, =t, y v,, determinada por la
horizontal r,-r, de o. La generatriz de tangencia es la
V,B,-V,B, (nim. 15,3-b).

15.5. Seccion plana

a) Seccion de plano que pasa por el vértice. Andlo-
gamente a lo expuesto en la Fig. 13.4, en un cono cué-
drico de base @, todo plano que pase por el vértice V'y
sea secante, tangente o exterior al cono, corta a éste,
segun dos generatrices, una 0 ninguna, respectivamen-
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Fig. 15.6.—Plano tangente al cono, en A -A,.

te. Las generatrices de corte son las determinadas por
los puntos de corte de la traza f, con @.

b) Seccion de plano que no pasa por el vértice. La
seccidn es la curva definida por las intersecciones de
« con las generatrices. Si o es paralelo a dos, una o

Fig. 15.7.—Plano tangente incidente con A;-A,.

ninguna generatriz, la seccién es hipérbola, pardbola o
elipse, respectivamente, por tanto:
Para determinar el género de la seccion producida



15. CONO

Fig. 15.8.—Seccion de plano a del cono.

en un cono cuddrico por un plano o, se traza por el
vértice V, un plano B, paralelo al o. Segiin que B sea
exterior, tangente o secante al cono, la seccion serd
elipse, pardbola o hipérbola, respectivamente, luego
el cono admite las tres clases de secciones. De aqui, el
nombre de secciones conicas o simplemente, conicas.

¢) Aplicacion al diédrico (Fig. 15.8). Como ya se
dijo en el nim. 13,3, la seccién G, de plano o y la
base o del cono se corresponden en una homologia de
centro V' y eje h, y sus proyecciones O, y G;, €n otra
homologia de centro V, y eje A,

El par de puntos homdlogos que nos interesa es el
extremo A del didmetro AB de o, normal a &, y el
punto de corte A’ de ¢ con la generatriz VA (habién-
donos auxiliado del plano proyectante vertical de VA),
ya que siendo las tangentes a 0, en A y B, paralelas al
eje, las tangentes a 6" en A’ y B’ (homdlogo de B)
también lo ser4n, luego A’B’ es un didmetro de 6’ y su
centro O’, el punto medio de A’B’. (El punto B] es la
interseccién de KA, con V,B)).

Finalmente, el homélogo del didgmetro C,D] de o,
paralelo a h,, es la cuerda C,D, de o, trazada por el
homoélogo O, de O;, y sus extremos C; y D; son los
homélogos de C, y D,, respectivamente, siendo A;B; y
C,D] didmetros conjugados de o,

Refiriendo A} y B; a las generatrices V,A,y V,B, y
C,y D,, ala horizontal de « trazada por O}, se obtie-
nen dos didmetros conjugados A;B; y C,D; de o, que
permiten dibujar ambas, como ya se sabe (nim. 10,4).

Fig. 15.9.—Seccion eliptica.

Conviene advertir que en la homologia entre dos
secciones cénicas, los centros de ¢, y ¢, no son homoé-
logos pero, en la afinidad entre secciones cilindricas,
si (ndims. 7,5y 7,6 de n/G.D.S. y A.).

15.6. Secciones planas del cono de revolucion

Los tres géneros de seccién, producidas por un
plano a en un cono de revolucién, presentan intere-
santes propiedades que vamos a exponer.

En la figura 15.9, el eje mayor AA’ de la elipse-sec-
cion es la interseccion de « con el plano normal a él
que pasa por el eje VO’ del cono (proyeccién ortogo-
nal del eje sobre @) y es también linea de maxima
pendiente de ¢, respecto a 8 (plano de la base del
cono), y corta al cono en los vértices A y A’ de la elip-
se.

Los focos son los puntos de tangencia F'y F’ de las
esferas de centros O, y O,, tangentes a ¢y a la super-
ficie cénica, y el centro, el punto medio O de AA’, no
coincidente con el punto de corte de AA’, y VO.

Finalmente, la longitud AA” = 2a es igual a la del
segmento de generatriz MN, limitado por los circulos
de tangencia c; y c, de las esferas de centro O, y O,.
En efecto, MN corta a la elipse en el punto C, y se
verifica:

CM=CF y CF=CN
por ser tangentes a cada esfera, trazadas desde C,
luego:
CF+CF =CN+CM=MN=2a

En resumen, el eje mayor AA’ es la cuerda de la
superficie c6nica, normal a ¢ = [, B, trazada por E =
[er VO] y el eje menor, la cuerda paralela a ¢, trazada
por O (punto medio de AA’).
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Fig. 15.10.—Seccion parabdlica.

Andlogamente, en la figura 15.10, el eje AF de la
parabola-seccion es la intersecciéon de o con el plano
perpendicular a él, trazado por el eje VO’ del cono
(proyeccidn ortogonal de VO’ sobre &) y corta al cono
en el vértice A de la pardbola.

Fig. 15.11.—Seccidn hiperbdlica.

El foco F es el punto de tangencia de o con la esfe-
ra de centro O,, tangente a la superficie conicay a &, y
la directriz DD’ es la interseccién de o con el plano
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Fig. 15.12.—Interseccion de recta y cono.

del circulo de tangencia c, de la esfera de centro O, y

el cono.

Por iltimo, en la figura 15.11, el eje, vértices y
focos se obtienen, como se ha indicado en los casos
anteriores.

Fig. 15.13.—Trazado en diédrica.

15.7. Interseccion de recta y cono

Como se explico en la piramide, se traza el plano o
(Fig. 15.12) determinado por V y la recta dada r que
corta al cono, segiin las generatrices VA y VB. Las
intersecciones M = [r, VA] y N = [r, VB] son los pun-
tos de corte de r con el cono. En la figura 15.13,
puede verse la construccién, en diédrica.



(a) Proyecciones.

15. CONO

(b) Desarrollo.

Fig. 15.14.—Desarrollo del cono de revolucion

15.8. Desarrollo

a) Cono oblicuo de base circular (Fig. 15.14). En
general, el desarrollo de un cono oblicuo se obtiene de
modo aproximado, inscribiendo en €l una pirimide
(Fig. a) y desarrollando ésta (nim. 13.6). Para ello, se
divide la circunferencia de la base, en un cierto nime-
ro de partes (ocho en la figura), y se trazan las genera-
trices que pasan por los puntos de divisién, que son
las de contacto de cono y piramide inscrita. El desa-
rrollo sera tanto mds aproximado, cuanto mayor sea el
nimero de divisiones.

La verdadera magnitud de las generatrices se ha
obtenido, girdndolas alrededor del eje vertical, trazado
por V, hasta su posicién frontal, lo cual permite cons-
truir las caras laterales triangulares de la pirimide, por
conocerse los tres lados. Asf se han obtenido los pun-
tos 1, 2, 3, ... (Fig. b) que, unidos con trazo continuo,
nos dan el desarrollo pedido. La curva 1, 2, 3, ..., §, 1
se llama transformada de la circunferencia de la base
en el desarrollo.

Por ser el cono simétrico respecto al plano vertical
que contiene a VO, conviene tomar como generatriz
de apertura la VI o V3, contenidas en él. Tomando la
V1, el desarrollo es simétrico respecto a la V3. Por
otra parte, si se divide la circunferencia de la base en
un nimero par de partes iguales, a partir de VI o V3,
se verifica: V2 = V8, V3 = V7, ..; etc., lo cual simpli-
fica la construccién.

En el desarrollo, se conservan invariables (num.
15,2de n/G.D.S.y A.):

— Las longitudes de las generatrices VI, V2, ..., etc.
0 del cualquier segmento de ellas.

— Las longitudes de cualquier curva de la superfi-
cie, pero no sus curvaturas. De aqui, el nombre
de transformada.

— El dngulo que la tangente a la base, en el punto 5
por ejemplo, forma con la generatriz V5 que
pasa por el punto de contacto ya que los planos
tangentes al cono, segiin las sucesivas generatri-
ces coinciden con el plano del desarrollo.

— Los puntosde inflexién de la transformada de la
base (si existen) son los de tangencia A y B de las
tangentes a la base, trazadas desde V,, siendo VA
y VB las generatrices del contorno aparente hori-
zontal del cono (ndm. 17,3 de n/G.D.S. y A)).

Segun ésto: Las tangentes ¢, y ¢; a la transformada,
en los puntos 1 y 5, son normales a la generatriz V1 y
V3, respectivamente; los puntos de inflexién A y B se
hallan, como interseccidén de la transformada con las
generatrices VA y VB, y los 4ngulos que la tangente
en estos puntos a la transformada forma con VA 'y VB
se hallan, por abatimiento de éstas, alrededor de las
tangentes a labaseen A y B.

Estas propiedades simplifican la construccién y
permiten dibujar el desarrollo con mds exactitud, aun-
que éste nunca serd exacto, como en el cono de revo-
lucién, por el error que supone tomar la cara plana de
la pirdmide, en vez de la superficie curva del cono.
Esto origina en el desarrollo: un error de dngulo de
cada cara, y otro, en la longitud de la transformada de
la base. (Ver cap. 11 de n/E. de G.D.).
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(a) Proyecciones.

b) Cono de revolucion (Fig. 15.15). Por ser las

l=2nr o 360 - r
= de donde: o= ———
2ng 360 g

y sustituyendo los valores de la figura:

~~

0530

B
(b) Desarrollo.
Fig. 15.15.—Desarrollo del cono de revolucion.
360 x 12
a=—"—""" =144

generatrices de igual longitud d (Fig. a), el desarrollo
de la superficie cénica es un sector circular (Fig. b),
de radio g (generatriz del cono) y arco ABA’ de longi-
tud [ igual a la de la circunferencia de la base del
cono. Por otra parte, de la proporcionalidad entre
dngulos y arcos de una circunferencia, se deduce:

92

30

Esto permite dibujar el desarrollo (Fig. b), tomando
con un transportador el angulo AVA’ = 144° y d€scri-
biendo el arco ABA’, de centro V y radio VA = g = 30
mm., siendo V,A,-V,A, la generatriz de apertura.



16.1. Representacion

La superficie cilindrica queda definida por la direc-
triz y, la direccién comiin de las generatrices y el cilin-
dro, por una de las bases y la direccién y longitud de
una generatriz. Si la base es de plano «, se representa
de forma andloga a la indicada para el prisma (nim.
14,1).

Lo mas sencillo es colocarlo con su base en el
plano horizontal, como se ha hecho con el cilindro
oblicuo, de bases circulares horizontales, de centros O
y O’ y eje OO0’ (Fig. 16.1). Las generatrices del con-
torno aparente horizontal son las tangentes AA; y
B,B; a las circunferencias de centros O, y O; y sus
puntos de tangencia determinan el contorno aparente
horizontal BDAA’C’B’B. El contorno aparente vertical
es el C’A’D’DACC’, pudiéndose asi dibujar las partes
vistas y ocultas del cilindro.

Las proyecciones de un punto de la superficie, de
proyeccién dada K, se determinan trazando por X, el
plano vertical, paralelo al eje, de traza T,N, paralela a
0,0 que corta al cilindro, segiin las generatrices NS
y MT. Refiriendo a éstas K,, se obtienen las proyec-
ciones K, y K, de los puntos buscados K,-K, y K;-K,
(intersecciones del cilindro con la vertical de traza K,).

Si el punto dado pertenece al contorno aparente,
como el I,, no existe mas que un s6lo punto /,-1,.

16. CILINDRO

Fig. 16.1.— Proyecciones del cilindro.

Andlogamente se procederia si se conoce la proyec-
cidén vertical X,
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Fig. 16.2.—Plano tangente.

16.2 Plano tangente

Como ya se dijo en el nim. 15,3, el plano tangente
al cilindro, en un punto D de su superficie (Fig. 16.2)
es el @, determinado por la generatriz CB que pasa
por D'y por la tangente a la base en el pie B de CB.

Si el punto dado A es exterior, el plano o queda
definido por la paralela AH a las generatrices, de traza
H con el plano de la base y por la tangente HB a la
base, trazada por H.

Esto es lo que se ha hecho en el cilindro oblicuo de
base situada en el horizontal, representado en la figura
16.3. El plano tangente, en el punto D,-D, de la super-
ficie, es el h,v, determinado por la generatriz de
traza B,-B, que pasa por D, y la tangente h, a la base,
en B,-B,. La traza v, es la recta que une las trazas V, y
V. de las horizontales r y s de «, trazadas por Cy D.

El plano tangente trazado por el punto exterior A,-
A, es el definido por la paralela AH a las generatrices,
de traza H, y por la tangente &, a la base, trazada por
H,

16.3 Secciones planas

Todo plano paralelo al eje de un cilindro de direc-
triz circular corta a éste, segilin dos generatrices, una o
ninguna, segiin sea secante, tangente o exterior a él.

Si el plano corta al eje en un punto O, corta a todas
las generatrices paralelas a €l y la seccién es una elip-
se de centro O. Si el cilindro es recto de revolucion
(Fig. 16.4), el eje mayor AB de la elipse-seccién corta
al eje e del cilindro y es perpendicular a la traza ¢ del
plano secante o con el 8 de la base del cilindro. El eje
menor es el segmento CD, paralelo a t, trazado por el
punto medio O de AB (interseccién de o y €) y limita-
do por la superficie cilindrica.
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Fig. 16.3.—Trazado en diédrica.

La seccién de plano « (Fig. 16.5), producida en un
cilindro oblicuo de base circular @, situada en H, es
una elipse @’ que se corresponde con @, lo mismo que
en el prisma (nim. 14.2), en una afinidad de eje s, y
direccién de afinidad, la de las aristas y sus proyeccio-
nes @, y ®, se corresponden en otra afinidad de eje h,
y direccién de afinidad e, (proyecciones de &,y e).

Fig. 16.4.—Seccion del cilindro recto de revolucion.

El par de puntos homélogos que interesan es el
extremo A del diametro AB de w, normal a h,, y el
punto de corte A’ de ¢ con la generatriz a, trazada por
A (habiéndonos auxiliado del plano proyectante verti-
cal de a,-a,) puesto que siendo las tangentes a @, en A
y B, paralelas a h,, las tangentes a w’, en A’ y B’,
(homélogos de A y B) también lo son luego A'B’ es



un didmetro de @’ y su centro O’ (interseccién de 'y
¢), el punto medio de A’B’. (El punto B’ es la inter-
seccion de KA con b)).

16. CILINDRO

de C, y D,, respectivamente, siendo A}B]y C,D, dia-
metros conjugados de ,.

Refiriendo estos puntos a sus generatrices respecti-
vas, se obtienen los didmetros conjugados A}B]y C*
,D] de ®; que permiten dibujar ambas (nim. 10,4).

También puede hallarse directamente la intersec-
cién O’ = [, e] y por la proyeccién O, trazar los dia-
metros O,K y O,D; (paralelo a h,) que cortan a las
generatrices trazadas por A, B, C,y D,,en A}, B,, C]y
D), respectivamente, siendo AB'y CD, normal y para-
lela a A,

Fig. 16.6.—Interseccion de recta y cilindro.

El homélogo del didmetroC,D; de w;, paralelo a h,,
es el diametro C,D, de w, (por ser homdlogos los cen-
tros O; y O)) y sus extremos C; y D; son homélogos

Fig. 16.7.—Trazado en proyecciones.

16.4. Interseccion de recta y cilindro

Como ya se dijo en el prisma (nim. 14,3), por un
punto C de la recta dada r (Fig. 16.6), se traza la para-
lela a las generatrices del cilindro que corta al plano
de la base de éste, en H. El plano o = [r, CH] corta al
cilindro, segiin las generatrices AM y BN, y éstas cor-
tan a r en los puntos buscados M y N.

Esto es lo que se ha hecho en diédrica (Fig. 16.7)
para hallar la interseccién de la recta r,-r, con un cilin-
dro oblicuo. Trazar por un punto C,-C, der, la paralela
5,-§, a las generatrices, de traza H,, que determina el
plano auxiliar « = [, 5], de traza h, = HH_ que corta a
la base del cilindro, en A;-A, y B,-B,. Las generatrices
trazadas por A y B cortan a r en los puntos buscados
M,-M,y N;-N,.
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16.5. Desarrollo

a) Método general. Se obtiene, dibujando la trans-
formada rectilinea de la seccién recta del cilindro
(previamente dividida en partes iguales). Por los pun-
tos de divisidn, se trazan luego perpendiculares a la
transformada y se llevan sobre ellas las longitudes de
las respectivas generatrices, cuyos extremos, unidos
con trazo continuo, determinan la transformada de la
base.

b) Cilindro oblicuo (Fig. 16.8). Siguiendo el méto-
do general, basta inscribir en el cilindro un prisma y
desarrollarlo, tomando como desarrollo del cilindro, el
del prisma inscrito. Cuanto mayor sea el nimero de
caras, mas aproximado serd el método.

El desarrollo del cilindro de generatrices frontales
de la figura 16.9 se ha obtenido, dividiendo la circun-
ferencia de la base en 12 partes iguales y trazando las
generatrices que pasan por los puntos de division.

Se traza luego el plano de canto o, normal al eje del
cilindro, que corta a éste segiin una elipse (seccién
recta), abatida sobre el horizontal, en (A)(D)(G)(J),
como se ve en la figura. Los ejes de la elipse son, en
este caso, el (A)(G), normal a h,, de proyecién A,G, =
v,y el (D)(J), paralelo a h,, de proyeccién D,=J,
(punto medio de A,G,).

La transformada de la seccidn recta es una recta
arbitraria r (Fig. b), sobre la que se llevan las longitu-
des AB, BC, CD, ..., LA de las cuerdas de la elipse
abatida. Se trazan luego por A, B, C, ..., A, perpendi-
culares a r y sobre ellas, se llevan las longitudes de las
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(b) Desarrollo.

Fig. 16.8.—Cilindro oblicuo de base circular.

generatrices, comprendidas entre la base superior y el
plano secante, siendo Al = A,1,; B2 = B,2,; etc. Si a
a partir de los puntos I, 2, 3, ..., asi obtenidos, se lle-
van luego longitudes 7A’ = 2B’ = 3C’ = ... = IM,
iguales a la generatriz del cilindro, se obtienen las
transformadas 123... 12y A’B’C’ ... M’ de las circun-
ferencias de las bases del cilindro.



(a) Proyecciones y seccién plana.

16. CILINDRO

(b) Desarrollo y transformada de la seccién.

Fig. 16.9.—Cilindro recto de base circular.

Para evitar el error que supone tomar las cuerdas
(A)(B), (B)(C), ..., en vez de los arcos (A)B), (B)(C),
..., pueden medirse éstos con un curvimetro para obte-
ner un desarrolio més exacto.

También conviene tener en cuenta las simplificacio-
nes indicadas en el desarollo del cono, exceptuando los
puntos de inflexidn 4, 10, D’ y J’ que, en este caso,
corresponden a las generatrices de tangencia de los
planos tangentes al cilindro y perpendiculares al hori-
zontal, es decir, a las generatrices 4 y 10. (Ver cap. 11
de n/E. de G.D.).

¢) Cilindro recto de revolucion (Fig. 16.9). El desa-
rrollo del cilindro dado (Fig. a) es un rectdngulo, de

altura igual a la del cilindro (Fig. b) y base igual al
perimetro de la base del cilindro.

Si cortamos el cilindro por un plano de canto «
(Fig. a), la seccidn y el abatimiento se obtienen de
forma inmediata. Los puntos de interseccién A, 1, C,
2, ... de a con las generatrices, se llevan sobre éstas en
el desarrollo, a partir de la base, por medio de su cota,
obteniéndose la transformada AIC ... A de la que se
conocen las tangentes en A y B, normales a las genera-
trices, y los puntos de inflexién C y D, que son los
puntos de tangencia de las tangentes a la seccidn,
paralelas a las proyecciones ortogonales del eje del
cilindro sobre o (nim. 17,3 de /G.D.S. y A.).
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17.1. Generalidades y definiciones

Superficie de revolucion (Fig. 17.1) es la engendra-
da por una linea w, plana o alabeada (generatriz), al
girar alrededor de una recta e, llamada eje de giro o
eje de la superficie.

a) Todo punto A de @ describe, al girar ésta, una
circunferencia a,-a,, de centro O (situado en e) y
plano normal al eje, llamado paralelo. Inversamente,
todo plano o, normal al eje, corta a la superficie,
segilin uno o varios paralelos que pasan por las trazas
de oy o

Los paralelos ¢ y d, de radio mdximo y minimo, se
Haman circulos de ecuador y garganta, respectiva-
mente, y la superficie comprendida entre dos parale-
los, zona.

b) Todo plano y que pase por el eje se llama plano
meridiano y su seccion ¢ con la superficie, meridiano.
El meridiano de plano frontal & (si existe) determina el
contorno aparente vertical ¢ de la superficie y se
llama meridiano principal. De lo expuesto se deduce:

1°) Los meridianos son simétricos respecto al eje e
iguales entre si.

2°) La superficie es simétrica respecto al eje y res-
pecto a un plano meridiano.

3°) Por cada punto B de la superficie (excepto sus
trazas con el eje) sélo pasa un paralelo y un meridia-
no.

17.2. Representacion (Fig. 17.2)
a) La superficie de revolucién se determina por el

eje e y una generatriz @, pudiendo ser ésta cualquier
curva de la superficie que corta a todos los paralelos.
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Si el eje es vertical, los paralelos se proyectan hori-
zontal y verticalmente, segtn circulos f,, g;, ..., de cen-
tro e,, y rectas horizontales f,, g, ..., y los meridianos,

Fig. 17.1.—Meridianos y paralelos.

segun rectas @,, G,, ..., concurrentes en e,, y curvas Q,,
O,, ..., homologas en una afinidad ortogonal de eje e,
(ndms. 2,4y 2,5).

b) Para determinar un punto de la superficie de pro-
yeccién P, dada, se traza por P, el paralelo m, que
corta a @, en M,, y determina el circulo m,, de radio



e,M,. Refiriendo P, a m,, se obtienen las proyecciones
P,y P; de los puntos buscados Py P’.

Si se conoce P, se traza el circulo m, de radio ¢,P,
que corta a ®,, en M, y F, cuyas proyecciones M, y F,
determinan las horizontales m, y f, que contienen a las
proyecciones P,y Q,de Py Q.

Fig. 17.2.—Representacion diédrica.

¢) El contorno aparente vertical ¢ (meridiano prin-
cipal) se halla, trazando por puntos F, A, M, ... de @
paralelos que cortan al plano frontal f, en puntos F),
A,, M, ... que determinan la proyeccion 6,=F,A;M; ...,
y lo mismo se haria con cualquier otro ¢, de plano ¥.

El circulo tangente a ®,, en G,, es el de garganta g,-
g y la interseccién T de w, y h; es la proyeccion del
punto de tangencia T, de @, con 0,

17.3. Tangencia. Propiedades

a) Propiedades. (Fig. 17.3). Sea s’ la tangente al
meridiano principal 0;-0,, en un punto A’ de éste. (No
son necesarias s, ni A;). Al girar todo alrededor del eje
e, o engendra la superficie y s’, el cono de generatriz
s’ y vértice V-V, tangente a la superficie, segiin el
paralelo a,-a, que pasa por A. Todo plano tangente a la
superficie, en un punto A de a, es tangente al cono y a
la inversa, es decir, el cono es la envolvente de los
infinitos planos tangentes a la superficie, en todos los
puntos del paralelo a-a..

17. SUPERFICIES DE REVOLUCION

Anélogamente, la envolvente de los planos tangen-
tes a la superficie, en puntos del circulo del ecuador (o
garganta) es un cilindro, coaxial con la superficie y
tangente a ella, segtin dicho circulo y la envolvente de
los planos tangentes, en puntos de un meridiano, es el
cilindro circunscrito a la superficie, segin dicho meri-
diano (seccién recta del cilindro).

3
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Fig. 17.3.—Trazado del plano tangente.

La normal a s,, en A;, corta al eje, en W,. La esfera
de centro Wy radio WA’ (esfera inscrita) es tangente a
la superficie y al cono de vértice V, segin el paralelo
a,-a,, que pasa por A y todo plano tangente a la super-
ficie, en un punto A de a,-a,, es también tangente en A
a la esfera inscrita, segtin el paralelo a;-a,.

b) Plano tangente en un punto A;-A,. Es el definido
por las tangentes ¢ y s al paralelo a,-a, y al meridiano
@,-9, que pasan por A, siendo ¢, normal al radio V A,
de a, y s, = V,A,, por ser s, y s, tangentes homdlogas
en la afinidad ya conocida (nim. 17,2-a), de eje e, y
par de puntos homdélogos A, y A;. También puede
hallarse, como plano [z, f], normal al radio WA de la
esfera inscrita, segin el paralelo a,-a, que pasa por A,
siendo ¢ y f la horizontal y frontal de dicho plano.

La tangente ¢ es normal al eje y al radio de a,-a,,
luego es normal al plano meridiano que pasa por A, lo
mismo que el plano tangente en A, por contener a ¢,
Por tanto:

El plano tangente a la superficie en un punto A de
ella es nomal al plano meridiano que pasa por A.
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¢) La envolvente de los planos tangentes a la super-
ficie, desde un punto exterior P, es un cono de vértice
P, propio o impropio (nims. 27,8 y 9 de n/G.D.S. y
A).

Fig. 17.4.—Seccion plana.

17.4. Seccion plana

a) Sea la superficie de revolucion, de eje ¢,-¢, (Fig.
17.4) y meridiano principal @,-®, y o, el plano secan-
te de traza h, que corta al eje, en I,-1,. El plano meri-
diano de traza hg, normal a h,,, es perpendicular al o y
lo corta, segin su recta de médxima pendiente p = IH,
que es eje de simetria de la seccién G, buscada. Para
hallar ésta, se utilizan los siguientes métodos:

1°. Por paralelos. Todo plano secante normal al eje
(horizontal) como el ¥, corta a la superficie, segin el
paralelo -7, a p,-p,, en M, y a d, segin la horizontal
m,-m, que corta a ¥;-%, en puntos C'y C’ de o, siendo
C,y C}, simétricos respecto a p, y C, y C,, simétricos
respecto a p,, en direccion para lela a LT.

2°. Por meridianos. El meridiano de traza hg, por
ejemplo, corta al @, segun la recta p = IH,. Girando
ésta y el meridiano, hasta su posicién frontal, p, corta
a w, (meridiano girado), en A; y B,. Al deshacer el
giro, se obtienen los puntos A y B que son, en este
caso, el mas alto y bajo de o (de tangente horizontal)
y determinan los paralelos limites que pasan por ellos.
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Las intersecciones de ¢, con los meridianos, una
vez girados, como la p,, pasan por I,, cortan a ®,, en
dos puntos A, y B,, y tienen por limite la tangente a
,, trazada desde /,, cuyo punto de tangencia T, deter-
mina el paralelo é y los puntos D, y D, de &; siendo
I.D, e I,D; las trazas de los meridianos dtiles, tangen-
tes a ¢, en D, y D,, respectivamente.

b) Trazado de tangentes. La tangente a o, en el
punto C del paralelo v, por ejemplo, que corta a @, en
N, se halla como interseccién de & con el plano 7, tan-
gente a la superficie, en C, que es como se sabe, per-
pendicular a la normal OC a la superficie, en C (niim.
17,3-b), siendo O, la interseccion de e, con la normal
a ty, en N, El plano T queda asi definido por la hori-
zontal h,-h, (h, normal a O,C,) y la frontal f,-f, (f, nor-
mal a 0,C,), trazadas por C,-C,.

La traza h,, paralela a h,, pasa por H,y corta a h,, en
la traza H_ de la tangente buscada ¢ = H.C. La tangen-
te en C’ es la simétrica ¢’ = C’K de c, respecto a p.

La traza A, también puede hallarse por giro del
plano de canto tangente a la superficie, en N, hasta
que N coincida con C.

Las tangentes en los puntos E y E’ del ecuador, se
proyectan segtin las tangentes al circulo X, en E, y E;.
Se obtienen asi, ocho puntos y sus tangentes respecti-
vas que permiten dibujar la seccién 6,-G,.

17.5. Intersecciéon con una rectar

Se hallan haciendo pasar por r un plano auxiliar que
corta a la superficie, segin una linea ®. Los puntos de
corte de r y o son los buscados. (Ver. niims. 20,1 a
20,5y 20,8 a 20,12 de n/E. de G.D.).

ESFERA

17.6. Representacion

Superficie esférica es la engendrada por una circun-
ferencia que gira alrededor de uno de sus didmetros y
queda definida por su centro O,-O, y su radio r (Fig.
17.5). St el eje de giro es vertical, los meridianos son
circulos de plano vertical que contienen al eje; el
ecuador, el circulo maximo horizontal, y los paralelos,
circulos menores de plano horizontal. El contorno
aparente horizontal es el ecuador @ y el vertical, el
merdiano principal A.



Para hallar un punto de la superficie de proyeccién
horizontal A,, dada, se traza por A, el circulo menor o,
de plano frontal a. Refiriendo A, a ,, se obtienen las
proyecciones de los puntos buscados A,-A, y B,-B,.
Anélogamente, dada la proyeccién C,, nos valdremos
del paralelo ¢,-¢,, de plano B, para obtener C,-C, y
D,-D,.

17.7. Seccion plana

a) La seccion plana de una esfera es un circulo cuyo
centro es la interseccién del plano secante con el dia-
metro perpendicular a él. Para hallar la seccién o, de
plano « (Fig. 17.6), se traza por el centro O de la esfe-
ra, el plano vertical 3, normal a A, que corta a la esfe-
ra, segun el circulo maximo ¢ (no es necesaria ¢,) y a
«, seglin la recta de maxima pendiente i,-i,, habiéndo-
se hallado ésta por medio del plano horizontal yde @
que corta a los a 'y B, segin las horizontales A y r,
cuya interseccion I,-1, pertenece a i.

17. SUPERFICIES DE REVOLUCION

= (A)(B) de o,, cuyas proyecciones verticales A,B, y
C,D, son diametros conjugados de G,, lo cual permite
dibujar ambas.

Los ejes de o, también se obtienen directamente,
abatiendo el plano normal a v, trazado por O, como se
ve en la figura. Los puntos de tangencia 7,y S, de 0,y
, son los de corte de @, y k,. Andlogamente, los de
tangencia de o, y 4, son los de corte de A, y f,.

Fig. 17.5.— Proyecciones de un punto de la superficie esférica.

Se abate, luego, el plano By, con él, O, @ i, y r, en
(0O), (9),(i) y (r), y se traza por (O) la normal (n) a (i)
que corta a la cuerda (A )(B) = (i) en su punto medio (Q).
Al desabatir, se obtiene el centro Q, y los ejes A,B, C,D,

Fig. 17.6.—Seccidn plana de la esfera.

En vez del abatimiento, podria haberse utilizado el
giro de B, alrededor de la vertical trazada por O, hasta
dejarlo frontal.
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Fig. 17.8.—Interseccion de recta y esfera.
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Fig. 17.9.—Plano tangente en A.

b) Si el plano & es vertical (Fig. 17.7), la seccién es
el circulo menor ¢ de centro K (interseccién de o con
el didmetro perpendicular a él), cuyas proyecciones
son: 0, = A ,B, y la elipse o, de centro K, y ejes A,B, y
m = A B,

La interseccién M, = N, de 0, y o, determina los
puntos de tangencia M, y N, de 6, y @, que limitan la
parte vista y oculta de o,

17.8. Interseccion de recta y esfera

Se halla (Fig. 17.8), trazando por la recta r,-r,,
dada, el plano proyectante @, por ejemplo, que corta a
la esfera segiin el circulo de proyeccién A,B,. Se gira
luego h, y A,B, alrededor del didmetro vertical de la
esfera, hasta su posicion frontal 4, = A;B], siendo s, y
r; = A;B; las nuevas proyecciones del circulo y de la
recta que se cortan en M, y N,. Deshaciendo el giro, se
obtienen las intersecciones buscadas M,-M, y N,-N,.

17.9. Plano tangente

El plano tangente en un punto A ,-A, de la superficie
esférica (Fig. 17.9) es el a perpendicular al radio OA.



(c) Hiperboloide
reglado o de una
hoja.

(a) Cono. (b) Cilindro.

Fig. 17.10.—Superficies de generatriz rectilinea y eje vertical.

Para hallarlo, se traza por A la horizontal h,-k, de a (h,
normal a O ,A)), cuya traza V, determina la traza v,,
normal a O,A, y luego, la h,, paralelaa h,.

También queda definido por las tangentes h y ¢ al
paralelo o'y el meridiano ¢, que pasan por A. La tan-
gente ¢ y ¢ (no es necesaria ¢,) se obtiene facilmente,

17. SUPERFICIES DE REVOLUCION

Fig. 17.11.—Cono de revolucion
de eje inclinado.

Fig. 17.12.—Cilindro de
revolucion de eje inclinado.

por giro de ¢ hasta su posicién frontal ¢’, que permite
trazarle la tangente ¢, a ¢,, en A;. Al deshacer el giro,
se obtiene la traza H, que determina la traza A, parale-
la a h; y luego, la v, que pasa por V,. (Ver nims. 18,1
a 18,11 de n/E. de G.D.).

OTRAS SUPERFICIES DE REVOLUCION

Las mas sencillas, aparte de la esfera, son las
engendradas por rectas o conicas y podemos agrupar-
las como sigue:

17.10. Superficies engendradas por rectas

Si la recta generatriz g = AB (Fig. 17.10) corta al
eje e en un punto propio o impropio, engendra el cono
(Fig. a) o el cilindro de revolucion (Fig. b) y, si se
cruza con e, el hiperboloide reglado de revolucidn.
(Fig. ¢).

Las sucesivas posiciones de la generatriz (Fig. c) se
obtienen ficilmente, por medio de la perpendicular
comin OM a ey g. El contorno aparente horizontal es
la circunferencia @,-Q, y el vertical, la hipérbola ,-
,, de asintotas de proyeccién m, y n,.

La representacion del cono y cilindro de revolucién,
de eje vertical, es muy sencilla. Si el cono viene dado

(Fig. 17.11) por el vértice V, el eje e (inclinado respec-
to a H) y el d4ngulo O que las generatrices forman con e,
conviene utilizar una esfera inscrita en el cono, de cen-
tro arbitrario O, situado en e.

Para ello, se gira el eje e, alrededor de la vertical
trazada por O, hasta su posicion frontal e’ = V'O y se
traza la recta V,T que forma con ¢, el dngulo 6. La
normal O,T a ella es el radio r de 1a esfera que permite
trazar ésta. Las tangentes a la esfera, desde V, y V,,
son, respectivamente, las generatrices VA y VB del
controno aparente horizontal y las VCy VD de contor-
no aparente vertical.

Si se trata de un cilindro de eje inclinado ¢,-¢, y
radio r (Fig. 17.12), basta dibujar la esfera de radio ry
centro arbitrario O, situado en e. Las tangentes a ella,
paralelas a e, y e,, son las generatrices de contorno
aparente horizontal y vertical, respectivamente. (Ver
nums. 18.12 a 18.22 de n/E. de G.D.).
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17.11. Superficies engendradas por conicas

a) La conica w gira alrededor de su eje (Fig.
17.13). La circunferencia, como ya se dijo, engendra
la esfera; la elipse, el elipsoide alargado (Fig. a) o el
achatado (Fig. b), seglin que gire alrededor de su eje
mayor o menor; la pardbola, el paraboloide eliptico
(Fig. ¢) y 1a hipérbola, el hiperboloide eliptico (Fig. d)
o el reglado (Fig. 17.10-c), segin que gire alrededor
del eje real o del imaginario.

La mayor parte de las cuddricas utilizadas en
Arquitectura e Ingenieria (excepto las paraboloides
reglados) son superficies de revolucidn.

b) La conica w gira alrededor de una recta (eje) de
su plano. Superficie torica. Si el eje es paralelo a uno
de los ejes de la conica, se engendra el toro circular,
eliptico, parabdlico o hiperbdlico, segin el género de
la conica y si no es paralelo, el roroide o falso toro. El
toro circular o simplemente foro es la superficie
engendrada por una circunferencia @ (Fig. 17.14) que
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(a) Elipsoide
alargado.
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(c) Paraboloide (d) Hiperboloide
eliptico. eliptico o de dos
hojas.

(b) Elipsoide
achatado.

Fig. 17.13.—Giro de una conica alrededor de uno de sus ejes.

(a) Abierto.

(b) De garganta nula

(c) Cerrado.

Fig. 17.14.—Toro circular.

gira alrededor de un eje coplanario con ella y que no
pasa por su centro C,-C,. Si el eje es exterior, tangente
o secante a @, el toro se llama abierto (Fig. a), de gar-
ganta nula (Fig. b) o cerrado (Fig. c), respectivamen-
te, y el circulo descrito por el centro C de ®, circulo
medio.
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El toro se engendra también como envolvente de
una esfera, de circulo maximo @, cuyo centro C des-
cribe el circulo medio. Analiticamente se demuestra
que el toro es una superficie de cuarto orden.

Las secciones planas del toro son, en general, cur-
vas de cuarto orden. Las tnicas secciones circulares
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Fig. 17.15.—Secciones circulares de plano bitangente.

son los paralelos, los meridianos y las producidas por
planos bitangentes (tangentes al toro en dos punsto
distintos S y 7) que cortan al toro (Fig. 17.15) segin
dos circulos @ y o (iguales al circulo medio) llamados
circulos de Villarceau. (Ver nims. 20,6 a 20,10 de n/E.
de G.D.).

¢) La conica gira alrededor de un eje exterior a su
plano. Analiticamente se demuestra que toda curva
plana @ de orden n engendra, en general, una superfi-
cie de orden 2n y si el eje e pertenece al plano de
simetria de @, una de orden » luego las engendradas
por cénicas son de cuarto o de segundo orden. (Ver.
nim. 27,11 de n/G.D.S. y A.).
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18.1. Método general

Consiste en cortar las superficies dadas C y S (Fig.
18.1) por otra auxiliar o (plana en la figura) y hallar
sus intersecciones respectivas a y b con las dadas. Los
puntosdecote My Ndeay bsoncomunesa Cy Sy
pertenecen, por tanto, a su interseccién i. Repitiendo
esta construccién con otras superficies auxiliares o
cortantes, se obtienen nuevos puntos que, unidos
ordenadamente, determinan la interseccién buscada.

Conviene utilizar superficies auxiliares que corten a
las dadas, segiin lineas sencillas y faciles de dibujar
(rectas, circulos, etc.). Las mds utilizadas son planas y
a veces, esféricas, cilindricas, etc.

18.2. Clasificacion

En la figura 18.2, el prisma P es cortado por cuatro
cilindros de bases circulares, paralelas a la cara frontal
del prisma, de los que solo se han dibujado las zonas
extremas proximas a las bases, para apreciar mejor los
orificios producidos en el prisma y las curvas de
entrada y salida. Las intersecciones se han clasificado,
siguiendo el mismo orden de la figura, en los cuatro
casos siguientes:

a) Mordedura (Fig. a). Cada superficie corta par-
cialmente a la otra. La interseccion es una linea conti-
nua (curva, quebrada o mixta) y casi siempre alabea-
da.

Las generatrices del cilindro correspondientes al
arco ADB son exteriores al prisma. Las restantes lo
cortan, segun el arco circular AGB y el eliptico ANB,
de centros O, y O; (secciones del cilindro por las caras
vistas del prisma).

b) Penetracion (Fig. b). Una de las superficies
(cilindro) penetra en la otra (prisma), atravesidndola
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18. INTERSECCION
DE SUPERFICIES

por completo. La interseccién se compone de dos cur-
vas distintas e independientes, de entrada y salida,
pudiendose aplicar estos nombres, indistintamente, al
circulo E, de centro O,, y a la elipse S, de centro O;.

Fig. 18.1.—Método general.

c) Penetracion tangencial (Fig. ¢). Es una penetra-
cién caracterizada porque las curvas E y S de entrada
y salida son tangentes de un punto T o tienen comun
dicho punto. El plano tangente, en 7, a ambas superfi-
cies (si existe) contiene a las tangentes a ambas cur-
vas, en T. De ahi, el nombre de rangencial.

Algunos autores consideran este caso como inter-
medio entre penetracién y mordedura, pero realmente
es una penetracién del cilindro en el prisma, puesto
que todas sus generatrices cortan al prisma. De aqui,
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Fig. 18.2.—Clases de interseccion.

el nombre de penetracion limite que consideramos
mads apropiado.

d) Penetracion mutua o mdxima. (Fig. d). Como ya
dice el nombre, la penetracion es reciproca y, al
mismo tiempo, mdxima ya qie si el cilindro, por ejem-
plo, fuera de mayor didmetro no penetraria en el pris-
ma, sino a la inversa. Las curvas de entrada y salida

18.3. Planos auxiliares y limites

a) Al hablar de estas superficies nos referiremos a
las cé6nicas (cono y piramide) y cilindricas (cilindro y
prisma).

tienen dos puntos comunes (dobles) o son tangentes
en ellos, luego es una penetracion tangencial doble.

Las curvas de entrada y salida del cilindro en el
prisma son las ATBT’A y NTMT’N y las del prisma en
el cilindro, las TBT’MT y TAT’NT. Finalmente, las
caras frontales (anterior y posterior) del prisma cortan
al cilindro, segun circulos de centros O; y O.

SUPERFICIES RADIADAS

Como superficies auxiliares o cortantes, se utilizan
planos que pasan por el vértice propio o impropio de
las superficies y cortan a éstas, seglin dos generatrices.

Asf, para hallar la interseccién de los cilindros S, y
S,, de bases coplanarias, de plano o (Fig. 18.3), se
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Fig. 18.3.—Interseccion de cilindros.

traza por un punto arbitrario A, paralelas AB y AC a
las generatrices de S, y S,, que cortan a o, en By C.
Los planos auxiliares son paralelos al [ABC], de tra-
zast, t, ..., t;, paralelas a t = BC.

El plano auxiliar de traza t,, por ejemplo, corta a los
circulos de las bases en los puntos E, Ny g, by alos
cilindros, segiin las generatrices determinadas por
dichos puntos que se cortan en puntos E, N,y E,, N,
de la interseccién buscada. Repitiendo la construccién
con las trazas ¢, ... f;, se obtienen nuevos puntos que,
unidos ordenadamente, como luego veremos, permi-
ten dibujar la curva o curvas de interseccion.

En el caso de pirdmides o conos (Fig. 18.13), los
planos auxiliares pasan por la recta determinada por
los dos vértices y con pirdmide o cono y prisma o
cilindro (Fig. 18.11), pasan por la paralela a las gene-
ratrices del cilindro, trazada por el vértice del cono.
Las trazas de los planos auxiliares concurren, por
tanto, en los dos casos, con la traza T de la recta cita-
da.

b) Planos limites. En la figura 18.3, los planos auxi-
liares, de trazas situadas entre las tangentes ¢, y f,a la
base de S, (planos iitiles), proporcionan cuatro puntos
de interseccion cada uno; los de trazas ¢, y ¢, (planos
limites) s6lo dos, y los de trazas situadas fuera de
éstos, como la 7;, no cortan a S, y no dan, por tanto,
ningdn punto. En la figura 18.11, las ¢, y ¢, son las tra-
zas de los planos limites y, en la 18.13, las ¢, y #,.

Planos limites son los planos auxiliares tangentes a
las dos superficies o los tangentes a una que cortan a
la otra. Estos planos limitan los auxiliares utiles. De
ahi, el nombre de planos limites.

Los planos limites permiten conocer previamente la
clase de interseccidn y si ésta se compone de una o
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(b) Superficies piramidales o piramidal y prismética.

Fig. 18.4.—Casos de penetracion.

dos curvas con uno o dos puntos comunes, como a
continuacién se indica.

En los casos que siguen, se supone que las bases o
directrices S, y S, de las superficies son coplanarias,
de plano . Los planos auxiliares se representan por
sus trazas f, 1, ..., con o, siendo indiferente para los
razonamiento que éstas sean paralelas o concurrentes
en un punto 7'y que las directrices sean poligonales o
alabeadas. A la vista de estos datos, facilmente se
deduce la clase de interseccion y la forma de unir los
puntos de ésta, como vamos a ver.

18.4. Penetracion (Fig. 18.4)

En la figura a), todas las generatrices de S, cortan a
la superficie S, definida por el arco myf, segin la curva
de entrada y a la definida por ad, segun la curva de
salida.

Los puntos de interseccién de 1, 1, ..., con S, (pies
de las generatrices que pasan por ellos), los designre-
mos con minusculas q, b, ..., m; los de interseccion
con §,, con maytsculas A, B, ..., etc. y las interseccio-
nes de la generatriz A de S, con las d y fde $,, con las
notaciones A, y A, respectivamente. También suelen
designarse unos con letras y otros con nimeros.

Un método prictico para unir los puntos obtenidos
es recorrer todos los puntos de S, (superficie penetran-
te), en el sentido de la flecha, por ejemplo, al mismo



tiempo que se recorren los del arco ad, de a hastad y
de d hasta a, repitiéndose lo mismo con el arco fm.
Asf, se obtiene la curva A,B.C,D F,HA, de entrada y
laAB,CD,FHA,de salida.

Con trazas concurrentes y directrices poligonales
(Fig. b), s6lo se utilizan las trazas que pasan por vérti-
ces de las bases, situados dentro del angulo ATD, for-
mado por los planos limites ¢, y #; ya que las aristas de
una superficie cortan a las caras de la otra, en los vér-
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tices de la quebrada de interseccion.

Por otra parte, la traza r,, por ejemplo (determinada
por el vértice H de §),), corta al lado AC, en I, pero esta
generatriz corta a las b y K de S, en puntos /, e I, que
no son vértices de la quebrada de interseccién, sino
puntos de los lados A,C. y A,B, de ésta.

Asi se han obtenido las quebradas de entrada y sali-
da ACDHA,y A,B,CDFHA,, de cuatro y seis
lados respectivamente.

Fig. 18.5.—Interseccion de prismas. Penetracion.

Esto es lo que se ha hecho en diédrica (Fig. 18.5),
para hallar la interseccion de los prismas Py Q, no
siendo necesaria explicacién alguna.

18.5. Mordedura (Fig. 18.6)

En este caso, cada plano limite es tangente a una de
las superificies y corta a la otra. Las generatrices de S,
correspondientes al arco ACH (figa), cortan a la parte
de superficie de S,, definida por el arco ac, segdin una

(a) Superficies cilindricas.

(b) Superficies piramidales o pimidal y prismatica.

Fig. 18.6.—Casos de mordedura.

curva de extremos A,y H, y a la parte limitada por Ef,
segun otra curva de los mismos extremos A, y H,
luego ambas curvas forman una curva tnica, cerrada y
alabeada.

Los puntos de interseccién se han unido, recorrien-
do el arco HCA de S, a partir de H, al mismo tiempo
que se recorre el arco acf, a partir del punto C, en el
sentido de las flechas, obteniéndose la curva de inter-
seccién H.D,CB,A B,C,D.H..

La misma regla se aplicaria con directrices proligo-
nales (Fig. b). Siguiendo éste método, en las figuras
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Fig. 18.8.—Mordedura de prismas.

H-Vqr

Fig. 18.9.—Mordedura de cono y cilindro.

18.7 y 8, se han dibujado dos casos de mordedura de
cilindros y prismas en el espacio y en la figura 18.9, la
interseccién de cono y cilindro, en diédrica.

Si las bases no son coplanarias, como sucede con
las pirdmides P y Q, de vértice V'y Wy bases situadas
en el vertical y horizontal (Fig. 18.10), se traza la
recta r = VW de trazas H, y V, por las que han de pasar
las trazas h,, h, y v,, v, de los planos auxiliares.
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El plano limite de trazas h,-v, pasa por el vértice A
de P; corta a la base de O, en b y ¢ y determina los
puntos A, y A,. El otro plano limite h,-v, pasa por el
vértice a de Q; corta a la base de P, en By C, y deter-
mina los puntos B, y C,. Como no existe ningiin otro
vértice entre las trazas, no se necesitan otros planos
auxiliares. Uniendo ordenadamente estos puntos, se
obtiene la quebrada de intersecciéon A,BA.CA,.
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18.6. Penetracion tangencial o limite
(Fig. 18.11)

Un plano limite ¢, (Fig. a) es tangente a una superfi-
cie y el otro es tangente a los dos y determina el punto
comun F} de las curvas de entrada y salida.

Esto se ve claramente en la figura b. Las generatri-
ces de tangencia F y f del plano tangente comun t se

Fig. 18.10.—Mordedura de pirdmides de bases no coplanarias.

S

r a

— £
L N A

Fig. 18.11a.— Penetracion tangencial de prismas

T e

Fig. 18.12.—Penetracion tangencial de pirdmide y prisma.

gi]

Las tangentes a estas curvas estan contenidas en el
plano #;. De forma anéloga se ha obtenido la quebrada

cortan en el punto comin F; de las curvas de entrada y de interseccion, en diédrica, de la pirdmide y prisma
salida:F M,N P,Q.PNM,F,y FD,CBABC,D,F, representados en la figura 18.12.
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(a) Superficies cénicas.

(b) Interseccién de conos.

Fig. 18.13.—Casos de penetracion mdxima.

18.7. Penetracion mutua o maxima (Fig. 18.13)

Los planos limites son tangentes comunes a las dos
superficies y determinan los puntos comunes de las
curvas de entrada y salida, siendo éstos los A, y D,
(Fig.a)ylos A,y F,,enla figura b.

Las curvas de entrada y salida son distintas para

Para facilitar las construcciones, uno de los ejes se
ha colocado vertical o de punta y el otro, paralelo a H
o V, pudiendo conseguirse ésto por un simple giro o
cambio de plano.

18.8. Ejes coincidentes (Fig. 18.14)

Los meridianos principales a y b de las superficies
representadas, se cortan en puntos P, O y R que deter-
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cada superficie (niim. 18,2-d). Asi, las producidas por
el cono de vértice V,, en el de vértice V, (Fig. b), son:
las FED,CB,ABCD,EF, y FGNKAKNGEF, y
las producidas por el de V, son las
FED,CBAKNGF,yFEDCBAKNGF,

En general, en el caso de conos y cilindros, ambas
curvas forman en conjunto dos elipses.

SUPERFICIES DE REVOLUCION

minan los paralelos de interseccién buscados p,-p,, g;-
QYT

18.9. Ejes paralelos (Fig. 18.15)

Sea el cono de revolucién de eje vertical, vértice V
y generatriz g, y la esfera de centro O y didmetro f
(considerado como eje). Como superficies auxiliares,
se toman planos normales a los ejes, de traza v, por
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Fig. 18.14.—Interseccion de superficies de ejes coincidentes.

ejemplo, que corta al cono y a la esfera, segin parale-
los que pasan por M,-M, y H,-H, y se cortan en los
puntos M’y M” de la interseccién buscada.

El plano « del contorno apartente horizontal ¢ de la
esfera, determina los puntos D’y D” de c.

El plano P de los ejes es plano de simetria comiin
de ambas superficies y de su interseccion, y contiene a
los puntos mas alto y bajo de ésta. Para hallarlos,
basta girar la generatriz de corte a = VC del cono,
alrededor de f,-f,, hasta su posicion frontal @’ = IC’
que corta a s,-s, (circulo seccién girado), en A’ y B’.
Deshaciendo el giro, se obtienen los puntos A;-A, y

Fig. 18.15.—Cono y esfera de ejes paralelos.

B,-B, que limitan los planos auxiliares dtiles, de trazas
vsy v, tangentes alacurvaen A,y B,.

Los puntos del contorno aparente vertical del cono
se hallan, por medio del plano vertical de traza h, = g,
que corta a la esfera, segun el circulo frontal p,-p,. Los
puntos de corte de g y p son los E” y E’” buscados.

Trazando planos horizontales, comprendidos entre
Vs Yy v, se obtienen nuevos puntos que permiten dibujar
la interseccion buscada. Para mayor claridad, sélo se
ha representado la porcion de esfera interior al cono y
la porcién correspondiente de éste.
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Fig. 18.16.—Cono y cilindro de ejes concurrentes.

18.10. Ejes concurrentes (Fig. 18.16)

Sea la tuberia cilindrica C,-C,, de generatriz a,-a, y
eje frontal f,-f, que corta, en O,-0,, al eje e,-¢, de la
pieza troncocénica 7, de generatriz AB.

Con ejes en esta posicidn, lo mas practico es utili-
zar, como superficies auxiliares, esferas cortantes de
centros O. Asi, la de contorno aparente tangente a la
generatriz AB de T, en G, (esfera limite), corta a T,
segin el paralelo p,;-p,; y a C, segiin un circulo de
proyeccién c;. Los puntos de corte G,-G; de ¢g Y pyg
determinan dos puntos G,-G, y G;-G; de la intersec-
cién buscada.
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Las intersecciones A y B de los contornos aparentes
verticales son los puntos mds altos y bado de la inter-
seccidn, de tangente de punta.

El plano frontal de los ejes es plano de simetria
comiin a ambas superficies y de simetria de la inter-
seccidn luego la proyeccion horizontal de ésta es
simétrica, respecto a f,, y la vertical es una linea de
puntos dobles con dos puntos de retroceso A, y B,.

Trazando nuevas esferas auxiliares, se obtienen
nuevos puntos que permiten dibujar la interseccién
buscada.



Fig. 18.17.—Interseccion de cilindro y esfera.

18.11. Ejes no coplanarios (Fig. 18.17)

Si una superficie de revolucion de eje e (una esfera
de centro O) es cortada por un prisma o cilindro (de
revolucién o no) de eje r y directriz d (en nuestro
caso, en forma de ocho) situada en un plano 3, normal
a e, resulta préctico utilizar como superficies cortan-
tes, cilindros de eje paralelo a r.

Las propiedades mas importantes de la interseccion
de cuadricas de revolucién (ver nims. 25,11 a 14 de
n/G.D.S.y A.), son:

18. INTERSECCION DE SUPERFICIES

En la figura se ha trazado un paralelo p,-p,. de la
esfera, de centro C y plano ¢, y un cilindro auxiliar,
de base p,-p,. y eje paralelo a r, trazado por C, que
corta al plano 3, en O,.-0,.. La base superior del cilin-
dro es el circulo g, de centro O, y radio igual al del
paralelo p. que corta a la directriz d,-d,, en M, y M,
Las generatrices M'C’ y M”C” (paralelas a r,) cortan
a p,. en las proyecciones C; y C;de los puntos Cy C’
buscados.

Repitiendo la construccién con otros paralelos p,,
Ps -..» Py S€ Obtienen nuevos puntos que permiten
dibujar la curva de entrada A’, B’, C’, ..., C”, B”, A”
del cilindro en la esfera.

CUADRICAS DE REVOLUCION

18.12. Propiedades generales

Son aplicables a todas las cuddricas y, por tanto, a
las de revolucion.
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(a) Luneto cilindrico recto.

Fig. 18.18.—Lunetos.

1.2 Cuddricas con un plano de simetria comiin. La
interseccion de 4° orden se proyecta sobre este plano,
segin una curva de 2° orden (Fig. 18.16) que, en este
caso, es un arco de hipérbola.

2.* Cuddricas bitangentes. Se cortan, segin dos
cénicas (Fig. 18.13-b) que pasan por los puntos de
tangencia F y A (puntos dobles) de las superficies.

18.13. Ejes concurrentes y circunscritos
a una esfera

Se cortan segtin dos cénicas (nim. 18,12-2°) que se
proyectan sobre el plano de los ejes, (nim. 18,12-1°),
segun dos rectas (Figs. 18.18-b y 18.22).

A continuacién exponemos algunos casos de inter-
secciones de superficies de revolucidn, de frecuente
uso en Arquitectura e Ingenieria para cubrir un espa-
cio (b6vedas o cipulas), para dar luz a éstos (lunetos)
o para derivaciones o codos de tuberias, etc.
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(b) Ciipula de lunetos.

(a) Luneto cilindrico oblicuo.

Fig. 18.19.

18.14. Ejes concurrentes

La interseccién se proyecta ortogonalmente sobre el
plano de los ejes, segtin una hipérbola (Figs. 18.18-a,
18.19-ay 18.20).

18.15. Ejes paralelos

La interseccidn se proyecta sobre el plano de los
ejes (Fig. 18.21), segin un arco de pardbola de eje
normal al de las cuadricas. (Ver niims. 19.1 a 19.16 de
n/E. de G.D.).

APLICACIONES

18.16. Luneto cilindrico recto

Se llama luneto la béveda pequefia, abierta en otra
mayor o principal para dar luz a ésta.

a) Luneto cilindrico recto (Fig. 18.18-a). Formado
por una béveda cilindrica L;-L,, de eje f;-f, normal al
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(b) Béveda acodillada.
Fig. 18.19.

eje e;-e, de la béveda cilindrica principal P,-P, (béve-
da de cafién). Como casos particulares de €ste, citare-
mos:

b) Cipula de lunetos (Fig. 18.18-b). Formado por
dos bévedas cilindricas (de cafién) P y L, del mismo
didmetro y ejes normales, de igual longitud que el dia-
metro.

18.17. Luneto cilindrico oblicuo (Fig. 18.19-a)

Formado por el caiién de eje f,-f, y directriz circu-
lar, abatida en (d), al cortar oblicuamente a la béveda
principal P;-P,. Como casos particulares de éste, cita-
remos:

a) Boveda acodillada (Fig. 18.19-b). Formada por
dos bévedas de cafién, de igual didmetro, cuyos ejes
se cortan oblicuamente.

b) Ciipula de lunetos (Fig. 18.19-c). Formada por
lunetos de igual didmetro y ejes igualmente espacia-
dos y concurrentes en un punto.

18.18. Otros lunetos

a) Luneto conico (Fig. 18.20). Es el L;-L,, determi-
nado por la superficie cénica de vértice V, eje fy
directriz circular d,-d,, en el caiién P,-P,, de eje e nor-
mal a f (luneto recto).

b) Luneto esférico (Fig. 18.21). Es el L,-L,, deter-

(c) Cipula de lunetos.

Fig. 18.21.— Luneto esférico.

Fig. 18.22.—Bdveda por arista.

minado por la esfera de centro O,-O, en el cafién P, de
eje e.
18.19. Bovedas

a) Boveda por arista (Fig. 18.22). Es la misma que

la de 1a figura 18.18-b, pero aplicada a dos bdvedas de
cafién que se cortan ortogonalmente,
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(a) Béveda en (b) Id. de rincén de (c) Béveda (d) 1d. esquifada
rincén de claustro alargado. esquifada. seccionada.
claustro.

Fig. 18.23.—Otras bovedas

(a) De base cuadrada. (b) Ciipula de Bohemia.

Fig. 18.24.—Béveda vaida. Fig. 18.25.— Cupula bizantina.

b) Béveda de rincén de claustro (Fig. 18.23). Es de (a) por otro de igual didmetro y longitud 2R.

planta cuadrada (Fig. a) y estd formada por dos cilin- d) Boveda esquifada (Fig. c). Formada por los cilin-

dros de igual didmetro y ejes normales entre si. Para  dros L y P, de didmetros 2r y 2R y ejes de longitudes

cubrir plantas rectangulares, se utilian las que siguen, 2R y 2r, respectivamente.

derivadas de ésta. e) Boveda esquifada seccionada (Fig. d). Se obtie-
¢) Béveda de rincon de claustro alargado (Fig. b). ne, seccionando la anterior por un plano horizontal de

Se obtiene, sustituyendo al cilindro L,-L, de la figura cota H<r.
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f) Boveda vaida (Fig. 18.24-a). Formada por la
interseccion de la semiesfera E,-E,, de centro O,-0, y
base d,-d, con un prisma recto de eje vertical e;-e, y
base cuadrada, inscrita en d;-d,. A este tipo de boveda
pertenecen:

— La boveda vaida rectangular, si la base del pris-

ma es rectangular.

- La ciipula de Bohemia (Fig. 18.24-b), producida
por un prisma de eje e,-e, y base cuadrada inte-
rior a d,-d,. También se llama de cuatro puntas,
por apoyarse en las intersecciones A, B, C, y D
de las aristas verticales del prisma con la esfera,
situadas en el plano horizontal a.

¢

(b) En cono de

(a) Directa.
reduccion. |

Fig. 18.27.—Derivacion de distinto didmetro.

(a) Acodada.

(b) Tangencial.

Fig. 18.29.—Tolvas simples.

g) Cupula bizantina (Fig. 18.25). Es la formada por
la béveda vaida de la figura 18.24, rematada por una
semiesfera X,-%,. Las proyecciones c, y d, de las bases
de las semiesferas Xy E son inscritas y circunscritas a
la base cuadrada del prisma.

El plano a de c,-c, corta a la semiesfera E en cuatro
partes iguales ABCA, AMDA, ..., etc., llamadas pechi-
nas. De aqui el nombre de ciipula sobre pechinas con
que también se la conoce.

(a) Cono tangencial.

(c y d) Acodadas a 90°

18. INTERSECCION DE SUPERFICIES

(b) Oblicua.

Fig. 18.26.— Derivaciones del mismo didmetro.

(a) Recta.

(c¢) Cono de revolucién
de secciones elipticas.

(b) Cono cuddrico de
secciones ciclicas.

Fig. 18.28.— Piezas de transicion.

(b) Tangencial.

(a) Coaxial.

Fig. 18.30.—Tolvas de doble cono.

18.20. Tuberias

En las figuras 18.26 a 18.30 se han dibujado las
proyecciones ortogonales, sobre el plano de los ejes,
de diversos ejemplos de derivaciones, piezas de transi-
cion y tolvas, de tuberias cilindricas de revolucién y
elipticas.
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C. SOMBRAS

19.1. Definiciones y convenios

a) Como ya se sabe, la luz emitida por un foco
luminoso, en un medio homogéneo, se propaga en
linea recta y los rayos (rectas) que parten del foco, en
todas direcciones, son los rayos luminosos.

Si el foco luminoso se encuentra a distancia finita
del objeto, la iluminacién se llama cdnica. En este
caso, puramente tedrico, el foco se supone finito, arti-
ficial y puntual. Si se traslada al infinito, el foco ya no
es un punto, como sucede en la iluminacién natural
(sol, luna, etc.); los rayos luminosos son practicamen-
te paralelos entre si y la iluminacién se llama cilindri-
ca.

Si un cuerpo estd iluminado por un foco puntual F
(Fig. 19.1), todo rayo FA que incida sobre el cuerpo
queda detenido en A, pero su prolongacién tedrica
(rayo de sombra) cortard al cuerpo, en A’ y al plano de
proyeccién 7, en Ag.

Los rayos del haz F tangentes al cuerpo, como el
FM, son generatrices del cono luminoso del cuerpo, y
sus puntos de tangencia M, N, P, ..., etc. (directriz del
cono) determinan la linea de separacién (separatriz)
entre la zona iluminada y la de sombra (sombra pro-
pia del cuerpo). Finalmente, la interseccién M, N, P,
Qs M de la superficie conica con T (0 con otra super-
ficie) es la sombra arrojada por el cuerpo sobre dicha
superficie. En los cuerpos no convexos o en las super-
ficies compuestas, la sombra que una parte del cuerpo
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arroja sobre si mismo, se llama sombra autoarrojada.

Lo dicho para la iluminacién cénica podemos apli-
carlo a la cilindrica, sin mas que cambiar el cono o la
superficie cénica, por el cilindro o superficie cilindri-
ca.

7

Fig. 19.1.—Sombras de un cuerpo.

Los problemas de iluminacién o determinacién de
sombras propias y arrojadas se reducen, en geometria,
a problemas de tangencia (determinacion de la direc-
triz del cono de luz) y de intersecciones o secciones
(sombra arrojada).



b) En el dibujo técnico y artistico, se utiliza la ilum-
nacion cilindrica. Si la direccién [ de los rayos lumi-
nosos es paralela a la diagonal AV (Fig. 19.2) de un
cubo, de caras situadas en H y V, y arista coincidente
con LT, las direcciones de las proyecciones [, = AV, y
I, = AV, forman con LT angulos de 45°. De ahi, €l
nombre de iluminacién a 45° con que también se la
conoce.

En lo sucesivo, mientras no se advierta lo contrario,
utilizaremos la iluminacién a 45°.

18. GENERALIDADES

o

N\ V-V,

: A"

N
T
T

Fig. 19.2.—luminacion a 45°.

Fig. 19.3.—Sombra del punto
A sobre a.

Fig. 19.4.—Sombra de una

recta sobre un plano. una superficie curva.

19.2. Sombre del punto

La sombra arrojada por un punto A, sobre una
superficie, es la traza del rayo luminoso que pasa por
A, con la superficie.

El rayo luminoso que pasa por A es la paralela a la
direccion [ = [,-1, de la luz, trazada por A,-A, (Fig.
19.3) y su traza A -A, con el plano o es la sombra
arrojada de A sobre o.

19.3. Sombra de la recta

El plano de sombra de una recta r (Fig. 19.4) es el
proyectante o = [r,/] de r, en la direccién de luz /, y la
sombra arrojada sobre el plano H es la traza r, de «
con H o la proyeccidn de r, sobre H, en direccion /.

La proyeccion oblicua puede aplicarse a las som-
bras, cambiando la palabra “proyeccién” por “sombra
arrojada”. De aqui, las propiedades que siguen:

1.* La sombra de una recta r (Fig. 19.5) sobre una
superficie C es la traza rg del plano de sombra P de 7,
con C.

2.2 Si r corta a la superficie C, en T, (traza de r) la
sombra pasa por T.

3.2 Si un segmento AB (Fig. 19.6) es paralelo a un
plano 7, la sombra arrojada A B, es igual y paralela a
AB.

Fig. 19.5.—Sombra de una recta sobre

Fig. 19.6.—Sombra de rectas paralelas.

4.* Si dos rectas r y t son paralelas entre si, las som-
bras arrojadas sobre un plano son paralelas entre si.

ﬂ

Fig. 19.7.—Sombra de rectas que se cruzan.

5.2 La sombra arrojada por una recta r (Fig. 19.7)
sobre otra t que se cruza con ella es la producida por
la interseccion /; de los planos de sombra de ry 7 o por
la interseccion I de sus sombras rg y f,, sobre cual-
quier superficie.
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Fig. 19-9.—Sombra de una
recta de punta.

Fig. 19.8.—Sombra de una
recta sobre Hy V.

[2
Ve \

Fig. 19.12.—~Sombra de r sobre .

N\ ,\\

\
N

Fig. 19.13.—Sombra de una linea arbitraria.
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Fig. 19.11.—Sombra de una recta
paralela a LT.

Fig. 19.10.—Sombra
de ua recta vertical

En las figuras 19.8 a 19.11 se han dibujado las som-
bras de una recta r, en diversas posiciones, sobre H y
V.

En la figura 19.12, la sombra de r sobre el plano o
se ha hallado por medio de la sombra A de un punto A
de r que determina el plano de sombra 4,-v, de r. La
interseccion MN de h,-v, y o es la sombra arrojada
sobre o0 y HM y NV las arrojadas sobre H y V, res-
pectivamente.

19.4. Sombra de lineas

La superficie de sombra de una linea a, plana o ala-
beada (Fig. 19.13), es la proyeccidn de a (cilindro pro-
yectante S), en la direccién de luz [ y 1a sombra arroja-
da sobre otra superficie 7 (plana o no) es la intersec-
cibnagsde Sy «.

Si la linea presenta elementos caracteristicos (vérti-
ces en los poligonos; centro, ejes o tangentes en las
cénicas, etc.) basta hallar las sombras arrojadas por
éstos. En otros casos, pueden hallarse las sombras de
puntos aislados y unirlos ordenadamente.

Como ejemplo de lo dicho, para hallar la sombra
del circulo de centro O, radio OC y plano frontal (Fig.
19.14), se hallan previamente las sombras Oy y O; de
O,sobre Hy V.

El cilindro de sombra del circulo dado corta al
plano V, segiin el circulo de centro O y radio 0;C; =
0,C, (por ser sus planos paralelos) y al plano H,
seglin la elipse cuyos didmetros conjugados AFyy
C’iI; son las sombras de AF y CF, respectivamente, lo
cual permite dibujarla. Ambas sombras han de cortar-
se en puntos M,y N, situados en LT.

Un ejemplo de curva irregular lo tenemos en la
superficie plana horizontal, en forma de paleta de pin-
tor, con un agujero excéntrico, representada en la figu-
ra 19.15. La sombra se ha hallado por puntos aislados
y tangentes, habiéndose elegido los siguientes:
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Fig. 19.14.—Sombra del circulo.
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Fig. 19-15.—Sombras de curvas irregulares.

a) Los A y B situados mds a la izquierda y mds a la
derecha, en la paleta, y los E y F, en el orificio. Las
tangentes en ellos son rectas de punta y sus sombras,
tangentes de direccion L.
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b) Los D, Cy H, G de mayor y menor alojamiento,
en la paleta y orificio, de tangentes en Dy, C;y Hy, G,
paralelas a LT.

c¢)Los I K, N, Py L, M, de tangentes paralelas a /,,
en la paleta y orificio, cuyas sombras son verticales.

vp
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Fig. 19.16.— Plano limitador.

Las sombras de estos puntos y sus tangentes respec-
tivas permiten dibujar ficilmente las sombras de la
paleta y orificio.

19.5. Plano limitador

En la figura 19.16, se ha dibujado (de puntos) el
cubo de referencia, descrito en el nim. 19,1-b, para
definir la direccién [ de los rayos de luz. Se ve ficil-
mente que los rayos, como el /, que cortan a LT, perte-
necen al plano luminoso ¢, determinado por LT.

El plano « separa o limita los puntos del primer
cuadrante situados entre V'y ¢, como el B, que arrojan
su sombra BS, en V, de los situados entre oty H, como
el C, que la arrojan sobre H, en C;. De aqui, el nombre
del plano limitador o simplemente limitador, como le
llamaremos en adelante.

En la iluminacion a 45° el plano limitador « es el
primer bisector y en las demds, sean conicas o cilin-
dricas, el definido por LT y el foco luminoso.

El plano limitador corta a cualquier figura, segin
una linea (limitatriz), cuyos puntos son los Unicos de
la figura que arrojan sombra sobre LT y divide a la
figura en dos partes. La superior arroja sombra sobre
V'y la inferior sobre H.
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Fig. 19.17.—Sombra de una linea horizontal.

En la figura 19.17, la limitatriz (interseccién del
primer bisector con el plano horizontal de la curva) se
ha hallado, trazando la simétrica A’G’ de la proyec-
cién vertical A,G, de la curva, que corta a A,G, en el
punto limitador L, de sombra L, situada en LT.

Vq a
B, G
e |
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//
AN

Fig. 19.18.—Sombra de un cuadrilatero.

La limitatriz de una figura plana de plano a (Fig.
19.18) para por la traza de LT y o. La limitatriz es la
recta de proyecciones r, = h, y r,, simétricas respecto
a LT, y corta al cuadrilatero en los puntos limitadores
My N, de sombras N, y N, situadas en LT.

En la figura 19.14, la “limitatriz” se ha hallado,
como interseccién de la proyeccion vertical del circu-
lo dado, con la simétrica M,N, de su proyeccién hori
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Fig. 19.19.—Sombra de un paralelepipedo.

zontal A,F,, respecto a LT.

19.6. Sombras de poliedros

En los poliedros, la separatriz de sombra es un poli-
gono cerrado, generalmente alabeado, cuyos lados son
las aristas del poliedro comunes a una cara iluminada
y a otra en sombra. El método para determinarla con-
siste (Fig. 19.19), en hallar las sombras de los vérti-
ces. El poligono perimetral B,C,D,QMNB; es la
sombra arrojada por el poligono separador
BCDQMNB, el cual divide al poliedro en dos zonas: la
formada por el triedro de vértice P y sombra Py la
del triedro de vértice A y sombra A.

Para determinar cual es el triedro iluminado, se
traza el rayo luminoso que pasa por / (interseccion de
la arista A;Mj del triedro A, con la PQ del triedro P) y
cortaa AMy PQ,enly J. Como [ es el mas préximo
a la luz, el triadro A serd el iluminado luego sus aris-
tas se dibujardn con trazo continuo y las del P, de tra-
70S.

Como se ve, este método que llamaremos del peri-
metro de sombra es el utilizado para hallar los contor-
nos aparentes y partes vistas y ocultas desde el foco de
luz.

Asi se ha hecho con el tetraedro ABCD (Fig. 19-
20). El poligono perimetral de sombra ABC determi-
na el poligono separador ABC.

La zona iluminada puede ser la cara ABC o el trie-
dro de vértice D. Para determinar cuil es de las dos, se
traza el rayo luminoso que pasa por D, y corta a la
cara ABC, en M,, (hallado por medio de la sombra
auxiliar Agl;). La cara ABC es la iluminada, por estar
M mas préximo al foco luminoso que D y las otras
tres, en sombra.



19.7. Sombra del cono (Fig. 19.21)

Sea el cono oblicuo de vértice V (Fig. 19.21) y base
eliptica, de centro O, plano de canto & y planta circu-
lar. El rayo luminoso trazado por V, corta a &, en {,-1,
y determina las tangentes IT e IK alabase,en Ty K, y
los planos de sombra {VIT] y [VIK] tangentes al cono,
de trazas VI, y VK, tangentes a la sombra eliptica
de la base, en T y K. De aqui, la construccion:

Dibujar la elipse de sombra de la base, de centro Oq
y didmetros conjugados A;B; y C,D; (sombra de Oy
de dos didmetros perpendiculares de la base) y desde
la sombra V, de V, trazar las tangentes VT, y VK ala
elipse. El perimetro de sombra V,T(B.K;V; determina
la separatriz (formada por las generatrices de tangen-
cia VT'y VK y el arco circular TBK) y las partes ilumi-
nadas y en sombra en ambas proyecciones.
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Fig. 19.20.—Sombra de un tetraedro.

19.8. Sombra del cilindro (Fig. 19.22)

Sea el cilindro de eje horizontal OF y bases circula-
res de centros O y E y plano frontal. La elipse de som-
bra de la base, de centro O, por ejemplo, es la de cen-
tro O, y didmetros conjugados AB; y C,D; (sombras
de Oy de los didmetros vertical y horizontal AB'y CD
de la base). Las tangentes comunes T,J; y K.J; a ambas
elipses determinan el perimetro de sombra (formado
por las generatrices 7T y KJ y los arcos circulares IGJ
y KDT) y la sombra propia del cilindro.

Otro método consiste en trazar por O, el eje y el
rayo luminoso OO, que corta al plano de la otra base,

19. GENERALIDADES

Fig. 19.22.—Sombra e un cilindro oblicuo.

en E'y F. Los planos tangentes al cilindro, paralelos a
[, tienen sus trazas verticales paralelas a E,F, luego
son las tangentes v, y v, a la base en I, y J, que deter-
minan las generatrices JK e IT antes halladas.
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Fig. 19-23.—Sombra de una superficie de revolucion.

19.9. Sombra de superficies de revolucion

Sea la superficie de revolucion de eje VW (Fig.
19.23) y meridiano formado por un segmento rectili-
neo y tres arcos circulares de centros A,, B,y C, y
radios r,, ry y 1.

Para determinar puntos de la separatriz, situados en
paralelos (o merdianos), utilizaremos conos (o cilin-
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dros) tangentes a la superficie, segtn los paralelos (o
meridianos) elegidos.

Puntos del ecuador. El cilindro circunscrito auxiliar
es el tangene a la superficie, segin el ecuador e;-e,.
Los planos tangentes al cilindro paralelos a /,-, cortan
al plano de e,-¢, segtin las tangentes 7, y t,,,, paralelas
a [, en los puntos E-E, y D,-D, que pertenecen a la
separatriz.

Puntos del meridiano principal. Las trazas vertica-
les de los planos de sombra tangentes al cilindro cir-
cunscrito, segin este meridiano, son las paralelas a [,
tangentes al meridiano en los puntos N,-N, y M,-M,
buscados.

Puntos mds alto y bajo. Pertenecen al plano del
meridiano de proyeccién O,F, paralela a [,. Girando el
meridiano, alrededor del eje, (por medio de un punto
F del rayo OF), hasta dejarlo frontal, el punto F y el
rayo OF tomarén la posicién F;-F;y I;-1;. Las tangen-
tes g, ¥ h, al meridiano principal, paralelas a /;, nos
dan los puntos de tangencia G, y H, y al deshacer el
grio, los puntos buscados G -G, y H,-H,.

Puntos del meridiano del perfil. El punto F se
proyecta ortogonalmente sobre el plano del meridia-
no, en P, y se gira éste hasta dejarlo frontal, en P7.
Las paralelas a O,P,, tangentes al meridiano princi-
pal, en I, y J;, nos dan, al deshacer el giro, los pun-
tos I,-1,y J,-J,.

Puntos situados sobre el paralelo t,. La tangente £,
al meridiano principal, en K,-K,, corta al eje en el vér-
tice V del cono circunscrito, segin el paralelo #,-,. El
rayo luminoso a,-a,, trazado por V, corta a la base del
cono, en H,,-H,, y determina las tangentes H, L, y
H, P, at, en los puntos buscados L,-L,y P,-P,.

De forma andloga se hallan los puntos O, Ry T, U,
situados en los paralelos 7, y s,.

La separatriz obtenida estd formada por el arco
eliptico RHQ, las rectas by d y los tres arcos elipticos
TL, LPy PU.

Los simétricos, respecto a /,, de las proyecciones
horizontales de los puntos hallados son nuevos puntos
de la separatriz que facilitan su trazado.

Las sombras arrojadas de los puntos de la separatriz
determinan la sombra arrojada de la superficie.

19.10. Sombra de la esfera

Sea la esfera de centro O y radio R (Fig. 19.24). El
cilindro de sombra de la esfera es tangente a ella,
segin un circulo méximo (separatriz), de plano nor-
mal a [/,-[,. La sombra eliptica de esta circulo es la
sombra arrojada de la esfera. Para hallarla, se emplean
los métodos que siguen:



Ier Método (Fig. 19.24). Por el centro O de la esfe-
ra, se traza el plano o perpendicular a /,-/, (por medio
de la horizontal r-r, normal a /) y se abate sobre el
horizontal en (r) y (O). Se traza la circunferencia, de
centro (Q) y radio R (separatriz abatida), desabatida
segtn el circulo maximo de didmetro AB y proyeccio-
nes elipticas de ejes A,B, y C,D, y didmetros conjuga-
dos A,B,y C,D,.

Las sombras arrojadas de la separatriz sobre Hy V
son, respectivamente, las elipses de ejes A;B; y CiD; y
didmetros conjugados A;B; y C,D; (sombras de AB y
CD) que se cortan en los puntos G, Fy, I, y Jode LT.

La limitatriz i,-i, pasa por el punto /,-1, (no es nece-
saria i, ni I,) de interseccion de r, con la simétrica r,

Fig. 19.24.—Sombra de la esfera por abatimiento.

de r,, respecto a LT, y corta a la separatriz y a sus ejes
en los puntos limitadores (nim. 19,5) G, Fy J, I, de
sombras G, Fyy Js, L.

Los planos verticales paralelos a /,-/, y tangentes a
la esfera, en A y B (planos limites) son los de trazas
verticales a, y b,, tangentes a la sombra arrojada sobre
el vertical, en Ay y B;. Andlogamente, los planos de
canto paralelos a [ y tangentes a la esfera, en M y N,
son los de trazas horizontales m, y n,, tangentes a la
elipse en M, y N..

2° Método (Fig. 19.25). Consiste en hallar directa-
mente los ejes de cada elipse de sombra, cortando la

19. GENERALIDADES

esfera por los planos proyectantes del rayo luminoso /
= OO0y y abatiendo las secciones sobre H y V, segiin
las circunferencias de radio R y centros (0), y (O),.

En proyeccion horizontal, las paralelas a ([),, tan-
gentes a la circunferencia de centro (O),, en (A) y
(B), determinan, al desabatir, el eje menor A,B, de la
proyeccidn horizontal de la separatriz y el eje mayor
C,D, = 2R, normal a [,. Andlogamente, las paralelas
a (1),, tangentes a la circunferencia de centro (0),, en
(M) y (N), determinan los ejes M,N, y K,S, de la pro-
yeccidn vertical.

Fig. 19.25.—Sombra de la esfera por secciones
de planos proyectantes de ¢, - £,

Las sombras de estos ejes son los ejes A B, C:D;y
MN,, KS; de las elipses de sombra arrojadas por la
esfera sobre H y V. (Ver nims. 19,16 a 19,23 de
n/E.de G.D.).

19.11. Separatriz de sombra de dos superficies
Ay Q con una curva comun ¢

Los diversos casos que pueden presentarse son
(Fig. 19.26):
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1° Ay £ no son tangentes a lo largo de ¢ (Fig. a).
Las separatrices de Ay 2 cortan ¢ en puntos distintos
distintos A y B. Se exceptua el caso de que la tangente
a o, en C, pase por el foco luminoso o que ambas
superficies sean tangentes en C, como sucede en la
figura.

2° Ay £ son tangentes a lo largo de ¢ (Fig. b). Las
dos separatrices pasan por los puntos A y C de ©.

3° Ay £ son superficies de revolucién, del mismo
eje y con un paralelo comin. (Fig. 19.27-a). Lo
mismo que en el caso 1°.

4° Ay Q son superficies de revolucion, coaxiales y
tangentes, segtin un paralelo s. (Fig. b). Lo mismo
que en el 2° caso.

Nétese que, aunque las separatrices corten a ¢ en el

(a) Superficies secantes.

Fig. 19.26a.— Separatriz de superficies con una curva comiin ©.

1° Pg, es interior a Lg, (Fig. a). El cuerpo P arroja
toda su sombra sobre la zona iluminada de L.. La som-
bra P, = A{B(C; es la interseccién del prisma (o cilin-
dro) de sombra de P con la superficie iluminada de L.

2° Las sombras tienen partes comunes (Fig. b). En
la zona iluminada de L, determinada por L, la parte
comin con Py, es la que recibe la sombra de P y, el
resto (partes en blanco), las que siguen iluminadas. La
primera estd limitada por los arcos AgBgy ¥ CouDsy
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(b) Superficies tangentes a lo
largo de 6.

mismo punto (casos 2° 4° y punto C del 1°) no son
generalmente tangentes en dicho punto. (Ver n® 326 de
la “Geometria Descriptiva” - 2° Fasciculo de C.
Cagnac y J. Commeau).

19.12. Sombra de un cuerpo sobre otro

Para hallar las sombras que un cuerpo P (Fig.
19.28) arroja sobre otro L, se dibujan las sombras Pg,
y Lg; que arrojan sobre el plano H, por ejemplo, y de
ellas se deduce si P arroja toda o parte de su sombra
sobre L. Se supone que P es el mas préximo al foco
luminoso y por tanto, el que arroja sombra sobre L.
Los diversos casos que pueden presentarse son:

(a) Superficies secantes.

(b) Superficies tangentes a lo
largo de ©.

Fig. 19.27.—Separatriz de superficies de revolucion
coaxiales y con un paralelo comiin ©.

(sombras de los arcos A{Bg y CsDg de la separatriz de
L) y por los BguNg,Coy ¥ DyuMgyAgy (sombras de las
intersecciones B{N,Cs y DJMgAg de L con el cilindro
de sombra de P, de directrices BNC y DMA).

El cilindro de sombra de P corta a L, segtin la curva
i = AMDq, luego el cilindro de sombra de L (superfi-
cie limite de L) corta al primero, segin las generatri-
ces AAg y DD, tangentes a 1, en Ay y Dg (mim. 11,5-
b), y lo mismo ocurre con las generatrices CCg y DD;.
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Fig. 19.28.—Sombras de un cuerpo sobre otro.

3° Pgy; cubre por completo a Ly, (Fig. ¢). Como L es
interior al cilindro (prisma) de sombra de P, todo él
estd en sombra.

4° Las sombras son exteriores (Fig. d). El cuerpo P
no arroja sombra sobre L.

Prescidiendo de estos dos dltimos casos, la determi-
nacién de la sombra se reduce a hallar 1a seccién pro

ducida en la parte iluminada de L, por el cilindro de
sombra de P (Fig. a) o por la porcién de éste corres-
pondiente a la parte comin de las sombras arrojadas
(Fig. b). Es por tanto, un problema de interseccién de
prisma o cilindro con otra superficie. (Ver nims.
19.16 a 19.23 de n/E. de G.D.).
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20.1. Sombra de figura plana de perfil

Sea la escuadra de ancho m y vértices A,-A,, B,-B, y
C,-C,, situados en el plano de perfil « (Fig. 20.1). Para
hallar la sombra arrojada, se halla la sombra C de C,-
C,, se abate la escuadra sobre el horizontal, en
(A)(B)(C), y se trazan paralelas a los lados, a distancia
m de ellos.

Se traza, luego, la limitatriz de la figura, abatida en
(r), que forma 45° con LT y corta a la escuadra abatida
en los puntos limitadores (M), (N), (P)y (Q).
Refiriéndolos a A, y trazando por ellos paralelas a /,,
se obtienen las sombras M, N, Py (J, arrojadas
sobre LT, que nos permiten dibujar: la sombra vertical
B.M;y B.Q;; las paralelas a ellas, trazadas por N, y
P; las sombras horizontales MA; y Q,C;, y las para-
lelas a ellas, trazadas por N,y Ps.

La paralela a AC; se ha hallado, prolongando el
lado interior de la escuadra, paralelo a (A)(C), hasta
cortar a h,, en D, y trazando por (D) dicha paralela.
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20. EJERCICIOS
DE SOMBRAS
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Fig. 20.1.—Sombra de figura plana de perfil.



20.2. Sombra de una recta sobre un artesa

En la figura 20.2, se ha dibujado la sombra arrojada
en el interior de una artesa de base cuadrada, por el
segmento AB, determinado por el vértice B y el punto
medio A de la arista de la base superior.

B‘

Fig. 20.2.—Sombra de AB sobre una artesa.

La traza horizontal del plano de sombra de AB es la
paralela A a A,B,, trazada por la sombra E de cual-
quier punto E de AB, y corta a las trazas NP, y M,Q,
de las caras de la artesa, en los puntos K, y Eg que
determinan las intersecciones BK y AE; de estos pla-
nos y la sombra ADCB arrojada en el interior de la
artesa.

20.3. Sombra de recta sobre esfera

La figura 20.3 representa la sombra arrojada sobre
la esfera de centro O y radio R, por la tangente r, en
M, al paralelo s,-s, de la esfera.

Las trazas del plano de sombra de r son: la paralela
h, a r, trazada por la sombra K, sobre el horizontal de
un punto K de r, y la recta V, que pasa por la sombra
K,,, sobre el vertical, de K.

20. EJERCICIOS DE SOMBRAS

Se traza , luego, por M, el plano vertical 3, normal a
r que pasa por O, y se abate sobre el horizontal, sien-
do (0), (M) y (M)I, los abatimientos de O,M y de la
intersecciéon M, de B,y h,-v, y (C) (pie de la perpendi-
cular (O)(C) a (M)(IN)), el del centro del circulo sec-
cién de A,-v, con la esfera.

Fig. 20.3.—Sombra de r sobre una esfera.

Las proyecciones del circulo seccién de A,-v,, obteni-
das al desabatir, son: la elipse de centro C, y ejes M,N,
y P,Q, = (M)(N) (paralelo a r,) y la de didmetros conju-
gados M,N, y P,0,, lo cual permite dibujarlas.

Las intersecciones de A,-v, con el ecuador y el meri-
diano frontal son los pntos de tangencia A, B, y E, D
de las elipses con los contornos aparentes de la esfera.
Finalmente, los puntos de tangencia F y G de los
rayos luminosos f,-f, y g,-2,, tangentes a las elipses,
determinan la sombra GMF arrojada sobre la esfera
por el segmento FG de r, y sus trazas H,y V,, las arro-
jadas por rsobre Hy V.
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20.4. Sombra de circunferencia de plano
inclinado

Sea un circulo de centro O, radio R y plano o =
[O,h,] (Fig. 20.4). Para hallar la sombra, se ha abatido
oy O, sobre el horizontal, en (0), y se han trazado los
didmetros (A)(B) y (C)(D), paralelo y normal a 4,
desabatidos en AB 'y CD.
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Fig. 20.4.—Sombra de una circunferencia.

Las sombras del circulo, arrojadas sobre Hy V, son:
la elipse de ejes A;B; y C;D; (sombras de AB'y CD
sobre H) y la de didmetros conjugados A,B; y C;D,
(sombras de AB'y CD sobre V), lo cual permite dibu-
jarlas.

La limitatriz r de ¢, viene dada por las interseccio-
nes K, e I, de A,B, y C,D, con las simétricas de A,B, y
C.D,, respecto a LT. Refiriendo éstas a AB,y C,D, y
luego, a (A)(B) y (C)(D), se obtiene la proyeccién r, =
K I, y el abatimiento (r) = (K)(I) que corta a la circun-
ferencia abatida, en los puntos limitadores (M) y (N)
de la circunferencia. Las sombras My, N, K; e I; son
los puntos de corte de las elipses de sombra y de sus
didmetros, situados en LT.
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20.5. Sombra de circunferencia sobre
superficie cilindrica

La figura 20.5 representa la sombra arrojada sobre
un semicilindro hueco, de eje vertical y directriz cir-
cular, por la circunferencia, de plano frontal y centro
0,-0,, tangente a las generatrices de borde del cilin-
dro,en My N.

Para hallar 1a sombra, se han utilizado planos verti-
cales, paralelos a [,-I,, que cortan al cilindro, segin
generatrices y pasan por los siguientes puntos de la
circunferencia:

M, FQ AB G

L)

Fig. 20.5.—Sombra de circunferencia sobre cilindro.

a) Los M,-M, y N,-N, del contorno aparente hori-
zontal del cilindro de sombra de la circunferencia, de
sombras M,y N,y tangente vertical.

b) Los P y Q del contorno aparente vertical, de
sombras Py Qv tangentes paralelasa , ylos Fy G
situadas en la vertical de aquellos.



¢) Los extremos del didmetro vertical CD y los de
la cuerda vertical AB, intermedia entre FQ 'y CD.

Los puntos y tangentes hallados permiten dibujar
facilmente la sombra buscada.

20.6. Sombra del cubo

La figura 20.6 representa un cubo, colocado con la
diagonal AM de punta, y las RD y SC paralelas a LT.
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Fig. 20.6.—Sombra del cubo.

Las sombras Ay By, ..., M, N; de los vértices determi-
nan el poligono perimetral ADCMSRA; y la sepa-
ratriz poligonal ADCMSRA que divide al cubo en dos
zonas: la terna de caras de vértice B y la de vértice N.

El rayo de sombra que pasa por I (interseccién de
una arista de cada terna) cortaa A,B, enl,,y a N.D,,
en K, siendo [ el més cercano al foco luego la terna
de vértice B es la iluminada, lo cual permite dibujar
las caras en sombra, de las que sélo es vista la ADNR,
en proyeccioén vertical.

20. EJERCICIOS DE SOMBRAS

20.7. Sombra de piramide hueca

En la figura 20.7, se han dibujado las sombras de
una pirdmide de base exagonal ABCDEF, de plano de
canto, y vértice V situando en el horizontal.

Fig. 20.7.—Sombra de pirdmide hueca.

Las sombras A, B, ..., etc. de los vértices (supo-
niendo maciza la pirdmide) determinan el perimetro
de sombra A;B;C;D.E;V y la separatriz poligonal
ABCDEV que divide a la pirdmide en dos zonas: la
terna de caras de vértice F y la de vértice C;. El rayo
de sombra trazado por K; (interseccion de una arista
FE;y V,C; de cada terna) cortaa FEy VC,en K| y
K,, siendo F la terna iluminada por estar K, mds cerca
del foco luminoso que K,. Podemos pues dibujar las
caras en sombra de la pirdmide de las que sélo es vista
la VED, en ambas proyecciones.

Las intersecciones I, Fy, Ky Lg de AJF; y F.E; con
VB, VG (prolongacién de ViF,), V,C}y ViD; son
las sombras de los vértices de la sombra AIJKLE arro-
jada por la quebrada AFE en el interior de la pirdmide.
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Fig. 20.8.—Sombra de prisma sobre otro.

20.8. Sombra de prisma sobre otro

La figura 20.8 representa la sombra arrojada por el
prisma P sobre el Q, siendo Py, y Qg los perimetros
de sombra arrojadas sobre H que determinan, como ya
se ha dicho, las caras iluminadas y en sombra de cada
uno.

El prisma P es el mas préximo al foco luminoso y
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su sombra Py, corta a la Qg en los puntos H,, H,, H,
y H, que, referidos a las generatrices correspondientes
de O, nos dan los extremos E,, F,;y G L, de las
quebradas de separacion de la sombra arrojada por P
sobre la zona iluminada de Q (nim. 19.12-2° caso).
Los restantes vértices D, K,y B,; J,s se hallan, por
restitucion de las sombras H,, H,y H,, H,.



20. EJERCICIOS DE SOMBRAS

Fig. 20.9.—Sombra de semiesfera hueca.

20.9. Sombra autoarrojada de semiesfera
hueca

En la figura 20.9, se ha dibujado la sombra arrojada
en el interior de una semiesfera hueca, por su borde
circular. Para hallarla, se han utilizado los métodos
que siguen:

1. Por planos secantes. Nos valdremos de planos
auxiliares verticales paralelos a /,-/, y de un cambio de
plano vertical, de traza paralela a [, siendo 0,y [; =
C;H,, las nuevas proyecciones de O y de [ = CH,.

Los planos auxiliares trazados por los puntos C, By
D, por ejemplo, cortan a la semiesfera, segin circulos
cuyas nuevas proyecciones son circulos de centro O, y
radios O0,C} y O}B’, y los rayos luminosos I} y su
paralelo B, B); cortan a estos circulos, en los puntos Cj
y Bx = D;; que, referidos a la proyeccién horizontal,

nos dan las sombras buscadas C y B; = D que per-
miten dibujar la sombra AB,C;DE, arrojada por el
borde.

2.° Por simetria. En las nuevas proyecciones, la
seccion recta del cilindro de sombra de la esfera es un
circulo de plano de canto ¢, cuya traza v,, normal a [},
es mediatriz de las cuerdas C,;Cy;, B,By,..., etc.

Los puntos C,, B, ... son, por tanto, simétricos de
sus sombras C,, B, ..., ¥ lo mismo ocurre con los
puntos C, B, ... del espacio y sus sombras C,, B, ...,
etc., respecto al plano o luego la simétrica del borde
semicircular ACE es también una semicircunferen-
cia A;C,E,, de proyeccién O, C,; que se proyecta
horizontalmente, segin la semielipse de semiejes
0,A;5y 0,Cy, y verticalmente, segiin la elipse de
semididmetros conjugados 0,A,y O,C,, lo cual per-
mite dibujarlas mas exactamente.
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Fig. 20.10.—Sombra del nicho esférico.

20.10. Sombra autoarrojada del nicho esférico

El nicho esférico es un hueco u hornacina formado
por un semicilindro vertical, circular (Fig. 20.10),
rematado por una cuifia esférica de 90°, de igual radio
que el cilindro.

El plano de sombra del borde KA es vertical y sus
trazas con la base y pared del nicho son las sombras
KN,y N, respectivamente.

La sombra del arco AC es la curva AMB,C,, deter-
minada por las sombras de puntos aislados M, By C.

La sombra de la semiesfera se ha hallado, como en
el caso anterior, por medio de un cambio de plano
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Fig. 20.11.—Sombra de cono sobre cilindro.

horizontal, de traza paralela a /,. En la nueva proyec-
cién, la sombra O}E] es la simétrica de OB, respecto
a la normal a /;, trazada por O; (no dibujada), y se pro-
yecta, segin semielipses ¢, y e, de semiejes O,D, y
O,E, y diametros conjugados O,D,y O,E,.

La interseccién C, de a, y e, pertenece al circulo e,
de plano ¢, y a la base superior a del cilindro, de
plano B, luego es un punto de la interseccién r de




ambos planos, de proyecciones r; = h, y r; = vg (por
ser &'y B planos proyectantes). Si ahora abatimos el
semicirculo e;- e; de plano ¢, sobre el horizontal, en
(e), el abatimiento (r) = (O)V,) de r corta a (e), en
(C,), desabatido en Cj; - G, y la tangente (t) a (e), en
(C,), desabatida en #,-t,, es la tangente comun ¢, a las
curvas M,B,,C,, y €,, en C,.

20.11. Sombra de cono sobre cilindro

La figura 20.11 representa un cuerpo de revolucién
de eje vertical, base cilindrica y parte superior conica.

Las sombras de la base del cono y de la superficie
del cilindro son circunferencias de centro O (sombra
de 0,-0,) y radio igual al de aquellas. Las tangentes a
la primera, trazadas desde V; (sombra de V,-V,) y las
tangentes a la segunda, paralelas a /,, determinan las
sombras arrojadas y las sombras propias de cono y
cilindro.

La sombra arrojada por la base del cono sobre el
cilindro es la producida por el arco AFE, limitado por
los planos paralelos a [, tangentes al cilindro en Ay
E; y se ha hallado, trazando rayos de sombra por
puntos intermedios B, C y D que cortan al cilindro,
en B, C;y D,y determinan la sombra buscada
AByCDE.

El rayo de sombra trazada por B, determina, por
restitucidn, el punto de tangencia B,; de la sombra con
el contorno aparente vertical del cilindro y los rayos
trazados por A sy E,q, las tangentes a la sombra, en A
y E,, paralelas a [,.

20.12. Sombra del toro

Como ya se dijo (mim. 11,17-b), el toro puede con-
siderarse como envolvente de una esfera de centro 1,-
1, (Fig. 20.12) que gira alrededor del eje vertical.
Durante este giro, la generatriz de sombra de la esfera
se conserva igual a si misma, por ser de plano normal
a l. De aqui, el método a seguir:

Dibujar una esfera de centro O,-O,, igual a la
generatriz, y hallar su separatriz de sombra, de pro-
yeccién eliptica, de ejes A’B’ (normal al)y C'D’.
Este idltimo se ha hallado, abatiendo el rayo lumino-
so [,-1, que pasa por O, sobre el plano horizontal tra-
zado por O, en (l), y trazando el didmetro normal a
(1) (no dibujado) cuyos extremos, referidos a /;, nos
dan C’y D’.

Como la esfera generatriz tiene comin con el toro,
su meridiano de tangencia, la interseccién de éste con
la separatriz seran dos puntos de la separatriz del toro,

20. EJERCICIOS DE SOMBRAS
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Fig. 20.12.—Sombra del toro.

situados sobre el meridiano. Asi, el plano del meridia-
no de centro 12 y 6, por ejemplo, corta a la separatriz
en los puntos C’ y D’ situados sobre el toro, en C,, D,
y C,, D,, tomando sobre los meridianos los segmen-
tos:

12C,=12D,=0C y 6C;=6D/=0D

Las proyecciones verticales C,, D, y C,, D, de estos
puntos estdn situadas sobre los paralelos v; 0 v, que
cortan al meridiano frontal de centro I,, en puntos que
distan del didmetro vertical de ésta, la longitud d, =
12,C,=12,D,=0,C’

Trazando nuevos meridianos, se obtienen los pun-
tos necesarios para dibujar la separatriz, de proyeccio-
nes E,A,D,BE, y D,B,C;A,D,, simétricas, por asi
decir, respecto al circulo medio, por ser C; y D, E, y
F,, ..., etc. puntos equidistantes de éste.

Las sombras de los puntos hallados pertenecen a la
sombra arrojada del toro y permiten dibujar ésta.

b) En basamentos téricos, se utiliza un método
practico que consiste en dibujar las secciones produci
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Fig. 20.13.—Sombra de cilindro sobre cono.

das en la superficie por planos verticales paralelos a la
luz y trazar tangentes a ellas, paralelas a /. Los puntos
de tangencia de dichas tangentes pertenecen a la sepa-
ratriz y sus trazas, a la sombra arrojada (num. 20,18
de n/E. de G.D.).

20.13. Sombra de cilindro sobre cono

En la figura 20.13, se han dibujado las sombras pro-
ducidas en el cuerpo formado por un cilindro recto de
bases circulares, de centros O y S, atravesado por un
cono de revolucién del mismo eje, vértice V' y base
igual a la del cilindro.
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Las sombras V, O;y S;de V, O y S permiten hallar
facilmente las sombras arrojadas y a partir de éstas,
las sombras propias de cada uno (nim. 20,11).

Los puntos de corte H, y H; de las sombras arroja-
das determinan, por restitucion, los extremos B -B,s ¥
L,-L,; de la sombra arrojada sobre el cono por el
borde BL de la base del cilindro, y los H, y H,, los
extremos P,-P,; y N,;-N,; de la arrojada por el cono
sobre la base superior del cilindro.

Las sombras de las generatrices V2, V4 y V7 del
cono cortan a la de la base inferior del cilindro, en H,,
H:y H,. Los rayos de sombra, trazados por estos pun-
tos, cortan a dichas generatrices en los puntos de som-
bra C,, E,s € 1,5 que junto con sus simétricos K, G5y
D, respecto a [, = h,, permiten dibujar la sombra
arrojada sobre el cono.

En proyeccion vertical, los rayos de sombra son
tangentes a la linea de sombra, en B,; y L, (nim.
29,21-2°) y en el punto mas alto F de la curva, la tan-
gente es la horizontal ¢,-z,, perpendicular al plano de
simetria, de traza h, =1,



Il. SISTEMA ACOTADO

21.1. Generalidades

El sistema acotado, también llamado de planos aco-
tados, surge de la necesidad de representar superficies
cuyas dimensiones verticales sean mucho mas
pequeiias que las horizontales.

En este sistema, se adopta un tnico plano de pro-
yeccion H, que suponemos horizontal, sobre el que se
proyectan ortogonalmente los puntos del espacio. La
altura o distancia de cada punto al plano H se llama
cota del punto. De ahi, su nombre. Es, portanto, un
caso particular del sistema diédrico, en el que las pro-
yecciones verticales de los puntos se han sustituido
por sus cotas.

21.2. Representacion del punto

Un punto A = A,(3,5) del espacio (Fig. 21.1) queda
definido por proyeccién ortogonal A, sobre H y por su
altura o cota, representada por el nimero 3,5, encerra-
do en un paréntesis. Otros autores representan la cota
por un subindice o la colocan al lado de la proyeccion,
sin paréntesis. Nosotros utilizaremos la primera, por
considerarla mds clara y menos expuesta a confusio-
nes.

21. PUNTO, RECTA Y PLANO

Si el punto estd encima, en o debajo de H, su cota
serd positiva, nula o negativa, respectivamente.
Conviene que el plano de proyeccion quede por deba

&

L -2

z
e
-

H

Fig. 21.1.—Representacion del punto.

jo del cuerpo a representar, para que todos sus puntos
tengan cota positiva.

Para determinar la posicién del punto en el espacio,
debe conocerse la unidad de medida (« = lcm., por
ejemplo) o la escala grafica adoptada.
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Fig. 21.2.—Recta dada por dos puntos. 1'

Fig. 21.3.—Intervalo de la recta.

21.3. Representacion de la recta (Fig. 21.2)

Una recta r = A,(2,4)B,(4,8) se representa por dos
de sus puntos A y B o por su proyeccién horizontal 7,
=A B,y las cotas de dos puntos de ¢lla. Conviene ele-
gir puntos de cota entera, para no operar con decima-
les.

La traza T de r con H es el punto de cota cero de
ella y se representa por H,, T, o T,(O).

La pendiente p de r es la relacion entre la distancia
vertical h y la horizontal d entre dos puntos By A de r.
También puede definirse como la tangente trigonomé-
trica del dngulo o que forma r con H, o sea:

h
p=tga= - Sih =1, deselintervaloide r

Por tanto: Se llama mddulo o intervalo i de una
recta a la distancia horizontal entre dos puntos de
ella, cuyas cotas difieren en una unidad.

Enlafigura21.3:i=A,D,=D,F,= F,G,= G,B,

y sustituyendo en la igualdad anterior:

1 1

p=— o i=— o0

l P
luego: El intervalo i es el inverso de la pendiente. De
lo expuesto se deduce:

— A mayor inclinacién, menor intervalo y a la
inversa.

— Dos rectas d intervalos iguales tienen la misma
inclinacién.

— Una pendiente p = 1,4, por ejemplo, indica que al
recorrer una distancia horizontal igual a la uni-
dad, me elevo 1,4 unidades de altura y al contra-
rio, un intervalo i = 1,4 indica que, al recorrer
una distancia horizontal de 1,4 unidades, me
elevo una unidad de altura.

— Si r es horizontal, todos sus puntos tienen igual
cota (seis, por ejemplo). Su pendiente es nula y

pi=1.
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(a) Por abatimiento.

B1(6.,5)7 8 A193)
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PR

(b) Por tranversales.

B4(6.,5) 7 D1(7.6)8 9A1(9,3) 1y

A b7
/ //

{(c) Método practico.

Fig. 21.4.—Graduacion de la recta.

el intervalo, infinito. Se representa por r, (6) o r =
A(6)B/(6).

— Sir es vertical, todos sus puntos se proyectan en
su traza H,. Su intervalo es nulo y su pendiente
infinita. Se representa por H, =r,.

21.4. Graduacion de una recta

Graduar una recta r (Fig. 21.4) es hallar los puntos
sucesivos de cota entera. La proyeccion de estos pun-
tos es la imagen graduada o escala de pendiente de la
recta y puede obtenerse, como sigue:

1.° Por abatimiento (Fig. a). El plano vertical, pro-
yectante de la recta r = A,(9,3)B,(6,5), se abate sobre
el de proyeccion o sobre otro paralelo a él (en la figu-
ra, sobre el horizontal de cota 4), tomando A,(A) =
9,3-4=5,3 y B,(B) = 6,5-4=2,5 unidades (a la escala
del dibujo) que determinan el abatimiento (r) = (A)(B)
de r.



A partir de A,, se lleva luego sobre A,(A) longitudes
iguales a la unidad y por los puntos de division, para-
lelas a r, que cortan a (r) en los abatimientos de los
puntos de cota entera. Desabatiendo, se obtienen las
proyecciones de éstos y el intervalo i de r.

Si se emplea una escala distinta a la del dibujo, (r)
no seria el abatimiento de r, ni formaria con r, el

Fig. 21.5.—Rectas que se cortan.

Las paralelas a CA,, trazadas por los puntos de
division, cortan a r, en los puntos de cota entera y
determinan el intervalo i de r.

3° Método prdctico (Fig. c). Es idéntico al anterior,
pero llevando sobre s una regla graduada, y haciendo
coincidir 1a divisién 6,5 con B,. Se marca, luego,
sobre s, 1a division C = 9,3, y la enteras de la regla y,
por estos ltimos puntos, se trazan paralelas a CA, que
cortan a r, en los puntos de cota entera.

a) Analogamente, la proyeccién D, del punto de r,
de cota 7,6, por ejemplo, se obtiene de forma inmedia-
ta, trazando por la divisién 7,6, por ejemplo, se obtie-
ne de forma inmediata, trazando por la divisién 7,6 de
la regla, la paralela a CA, que cortaar, en D,

b) Inversamente, para hallar la cota de un punto D,
de r, se trazan por A, y D, dos paralelas a y d, de
direccidn arbitraria, y se hace coincidir la divisién 6,5
de la regla con B,. Si ahora se gira la regla, alrededor
de B,, hasta que a pase por la divisién 9,3, la recta d
indica, sobre la regla, la cota 7,6 de D. (Ver ntim.
21.7).

21.5. Rectas que se cortan (Fig. 21.5)

Si dos rectas A,(7) B,(2) y C,(3) D,(8) se cortan, el
punto de corte ha de tener igual cota en ambas rectas.
Para que esto ocurra, basta que las rectas que unen los

Fig. 21.6.—Las rectas se cortan
Suera del dibujo.

21. PUNTO, RECTA 'Y PLANO

dngulo a de inclinacién de r.

2° Por transversales (Fig. b). Por B,, se traza una
secante arbitraria s y a partir de B,, se lleva sobre ella
el segmento B,C = 9,3-6,5 = 2,8 = 28 décimas (medi-
das con una unidad arbitraria), tomando primero la
diferencia 7-6,5 = 5 décimas; luego, dos segmentos de
10 décimas y finalmente, otro de 9,3-9 = 3 décimas.

Fig. 21.7.—Recta de mdxima
pendiente del plano.

puntos de igual cota de ambas sean de proyecciones r,
y s, paralelas entre si, puesto que las rectas dadas per-
tenecen al plano determinado por las horizontales
paralelas r(7) y 5,(2).

Si las proyecciones se cortan fueran del dibujo (Fig.
21.6), cualquier par de rectas auxiliares TA (6) y B,(7)
D,(1) que corten a las dadas, han de cortarse en un
punto.

21.6. Representacion del plano

El plano « (Fig. 21.7) se representa por una de sus
rectas de médxima pendiente, p,, de proyeccién per-
pendicular a la traza ¢, (O) del plano (nim. 3,4). El
plano queda asi definido por p, y su traza #,(0). La
traza del plano también se representa por t, 0 h,
(como en diédrico).

Las rectas de mdxima pendiente, también llamadas
escalas de pendiente, se representan graduadas y con
doble linea para distinguirla de cualquier otra recta del
plano.

Las horizontales del plano se proyectan, segin per-
pendiculares a la escala de pendiente y son las inter-
secciones de o con planos horizontales de diferentes
cotas.

Si un punto C,(2) estd en @, pertenece a la horizon-
tal n,(2) de o, de cota igual ala de C.
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Si una recta esta en ¢, corta a las horizontales de o

Si el plano (Fig. 21.8) estd dado por dos rectas
TC,(4)y C(4)A,(1), los puntos de igual cota de éstas
determinan las horizontales m, (5), n, (4), ... del plano
y su traza t, (O).

Si el plano es horizontal, queda definido por su cota
y si es vertical, por su traza h,. (Ver nims 21,1 a 21,6
de n/E. de G.D.).

21.7. Cota de un punto de un plano

Si el plano viene dado por su recta de maxima pen-
diente p, (Fig. 21.9), desde la proyecciéon A, del punto
dado, se traza la perpendicular a p, y se halla la cota

——£C4(3)

Fig. 21.9.—Cota de un punto del plano.

del punto de corte, que es igual a la del punto dado
A,(5,6). Para ello, si entre las horizontales de cota 5 y
6 de p,, se colocan diez divisiones de cualquier escala,
como indica la figura, la horizontal trazada por A,
sefiala, sobre la escala, la cota 5,6 de A, (ndm. 21 4-
3°).

Si se conocen dos rectas r; y s, del plano, se halla
una horizontal cualquiera d, de éste y se traza, por A,,
la paralela A,/ a ella que corta a s,, en ¢l punto 7, y se
halla la cota 5,6 de éste, como se ha dicho.
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Fig. 21.8.— Plano dado por dos rectas.

EJERCICIOS

21.8. Recta de maxima pendiente de un plano
dado por tres puntos

Primeramente (Fig. 21.10), se graduan las rectas
dadas r = AB y s = AC, por medio de rectas auxiliares
ay b (nim. 21,4-2°), y se trazan las horizontales de
cota 4 y 5 del plano que determinan el intervalo i de la
recta de mdxima pendiente m,, normal a ellas.

Fig. 21.10.—Plano dado por tres puntos.

21.9. Por un punto de un plano, trazar en él
una recta de pendiente dada

Sea A, el punto dado del plano p, (Fig. 21.11).
Primeramente, se halla el intervalo i de la recta de
pendiente dada p = 2/3, de longitud (ndm. 21,3): i =
1/p = 3/2 = 1,5 unidades y luego, se traza el arco de
radio i y centro, en un punto de cota entera B, (3) de



P, que corta a la horizontal de cota4 de o, en C, y D,.

Las paralelas r, y s,, trazadas por A,, son las rectas de

o que cumplen las condiciones dadas.

Fig. 21.11.—Recta de pendiente dada contenida en un plano.

El intervalo i puede también hallarse graficamente,
construyendo aparte un tridngulo rectingulo OM’N’,
de catetos OM” = 3 y M’N’ = 2 unidades arbitraria-
mente elegidas. La paralela H’N a OM’, a distancia
M’H’ = 1 unidad (medida a la escala del dibujo), corta
a ON’ en N, y determina el intervalo i = OM. Si en
vez de p nos dan la inclinacién B de la recta respecto
al horizontal, se procede andlogamente, como se ve en
la figura.

El problema tendra dos, una o ninguna solucién,
seglin que { sea mayor, igual o menor que el intervalo
de p,

21. PUNTO, RECTA 'Y PLANO

21.10. Trazar por una recta un plano

de pendiente dada

Sea r=A,(6) B,(9) (Fig. 2

l:A.(e) 4

1.12), larectadaday p, la

/ \
(M.(1) !
/

77N

N
/
/

/
S

\@(9)

Fig. 21.12.—Plano de pendiente dada, trazado por una recta.

pendiente del plano. Primeramente, se halla el interva-
lo i de la recta de mdxima pendiente del plano, como
se explicé en el caso anterior y luego, con centro en
un punto de cota entera M,(7) de r, por ejemplo, se
traza la circunferencia de radio i. Las tangentes ¢, y s,
a la circunferencia, desde N,(8), son las horizontales
de los planos que determinan sus rectas de méaxima
pendiente p, y p;.
El problema tendrd dos soluciones, una o ninguna,
segtin que el intervalo i de la recta de mdxima pen-
diente del plano sea menor, igual o mayor que el de r.
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22.1. Interseccion de planos

Se determina por las intersecciones de dos horizon-
tales de igual cota de ambos planos. En la figura 22.1,
las trazas y las horizontales de cota 4 de los planos p,,
Yy pj se cortan, respectivamente, en los puntos Ty N,
(4) que determinan la interseccion TN, (4) de oy B.

22.INTERSECCIONES
Y ABATIMIENTOS

22.2. Casos particulares

1.° Plano B horizontal (Fig. 22.2). La interseccion
es la horizontal r, de cota 5,8 igual a la de 3.

2.° Plano B vertical (Fig. 22.3). La interseccion es
la recta C,(1) D«5), determinada por las interseccio-
nes C, y D, de t; con dos horizontales de COTAS 1y
S, por ejemplo, de a.

Fig. 22.1.—Interseccion de los planos oy .

Este problema es idéntico al de graduar una recta de
o, de proyeccion tg.

3.° Rectas de mdxima pendiente paralelas (Fig.
22.4). Por ser planos de trazas paralelas, se cortan
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Fig. 22.3.—El plano

Fig. 22.2.—El plano B
es vertical.

es horizontal.

seglin una horizontal r, comin a ambos. Para determi-
nar un punto de ésta, se trazan dos 0 mds rectas hori-
zontales que unen pares de puntos de igual cota de p,
Y Pg Y concurren en un punto A de r, puesto que como
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Fig. 22.4.—Rectas de mdxima pendiente paralelas.

ya se sabe por Geometria, si dos paralelas son corta-
das en segmentos proporcionales (intervalos de p, y
Pp) por varias rectas, éstas COnCurren en un punto.

La perpendicular r a p, y pg, trazada por A, es, por
tanto, la interseccién de oy B.

Fig. 22.5.—Interseccion de tres planos.

22.3. Interseccion de tres planos

En la figura 22,5 se han hallado las intersecciones
AB y MN de p,, por ejemplo, con los otros dos dados
ps ¥ P, El punto de corte C, (6,45) de dichas rectas es
el comiin a los tres planos.

22.4. Interseccion de recta y plano

Sean p, y AB el plano y recta dados (Fig. 22.6).
Siguiendo el método general (ntim. 4,3), se traza por

22. INTERSECCIONES Y ABATIMIENTOS

la recta un plano auxiliar, determinado por dos hori-
zontales arbitrarias, de cotas 3 y 6 por ejemplo, que
cortan a las de igual cota de p,, en M,(3) y N,(6). La
interseccién K, (3,75) de AB y MN es el punto de corte
de AByp,

Fig. 22.6.—Interseccion de recta y plano.

Las horizontales del plano auxiliar conviene elegir-
las de modo que corten a las de p,, dentro del dibujo y
bajo dngulos préximos a 90°, para que las interseccio-
nes queden claramente dibujadas.

B{(s) B(9)

£7,8)

K(3.5)

A(2) A(5)

Fig. 22.7.—El plano Fig. 22.8.—El plano es vertical.

es horizontal.

22.5. Casos particulares

1.° Plano « horizontal, de cota 3,5 (Fig. 22.7). La
interseccion es el punto X, (3,5) de AB.

2.2 Plano « vertical (Fig. 22.8). La interseccion es
el punto de corte C, (7,8) de ¢, con la recta dada r, =
A,(5) B,(9), y su cota se deduce de la graduacién de la
recta (ndm. 21,4-3°),
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Fig. 22.9.—La recta es horinzontal.

22.6. Abatimiento de un punto

Sea A, un punto de cota entera 2, por ejemplo,
situado en p,, (Fig. 22.11). Para abatir o. y con él, el
punto A, sobre el horizontal de proyeccién (niim. §,2),
se traza por A, la perpendicular y la paralela a la traza
t, de oy sobre esta dltima, se lleva la cota A (A), = 2u
de A (igual a dos unidades, a la escala del dibujo).
Con centro en el pie T de la perpendicular, se traza,
luego, el arco de radio T(A), que corta a TA, en el
abatimiento (A) de A.

Para abatir un punto C,(3) de @, sobre el horizontal
de cota 2, por ejemplo, (figura de la derecha), se toma
como charnela la horizontal %, (2) de a y, sobre la
paralela a ésta, se lleva la longitud C,(C), = 3-2=1
unidad u (a la escala del dibujo).

Como ya se dijo (nim. 8,5), la proyeccién y el aba-
timiento de una forma de plano « se corresponden en
una afinidad ortogonal de eje t, (charnela) y par de
puntos homoélogos A, y (A).

Esto sirve para hallar el abatimiento (M) de un
punto M, de & (no es necesaria su cota), por medio de
la afinidad: Abatir previamente un punto de cota ente-
ra A,(2) de p,, como se ha dicho, y trazar por M, una
recta r, = M K y su homdéloga (r) que pasa por el
homélogo (B) de B, y corta a la normal M (M) at,, en
(M).

De forma andloga, se halla el abatimiento de N
sobre el horizontal de cota 2.

Para desabatir un punto de o, de abatimiento dado
(M), se hace la construccién inversa, como se ve en la
figura.
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3.? Recta r, (7) horizontal (Fig. 22.9). La horizontal
de cota 7 de p, corta a r,, en la interseccién buscada
AD).

4.° Recta vertical r, (Fig. 22.10). Se traza por r, la
horizontal s de p, y se halla su cota 3,6 (nim. 21,4-3°),
siendo A, (3,6), la interseccién buscada. (Ver nims.
21,8 221,20 de n/E. de G.D.).

ABATIMIENTOS

Fig. 22.11.—Abatimiento de un punto.

22.7. Abatimiento de una recta

Es la recta (r) que une la traza (A) de r, (Fig. 22.12)
con el abatimiento (B) de un punto de cota entera B,
(6)der.

En la figura 22.11, el abatimiento (7) pasa por el
homélogo (B) de B,.

22.8. Abatimiento de una figura plana

El abatimiento del poligono ABCDE situado en p,,
sobre el horizontal (Figura 22.13), se obtiene facil-
mente por afinidad, abatiendo previamente, como ya
se sabe (nim. 22,6), un punto de cota entera de p, que



determina el abatimiento (P) del punto P del lado a, =
A,B, del poligono y el abatimiento (a) =(A)(B) de éste,
(no son necesarias las cotas de los vértices.

Los abatimientos (AXE) y (EXD) se obtienen, como
homologos de A,E, y E,D, en la afinidad de eje ¢,. El
abatimiento (C) de C, se ha hallado, por medio de la
diagonal C,E,, abatida en CE.

Si el poligono es de plano vertical & (Fig. 22.14), se
trazan por los vértices A, B, C, y D, normales a ¢, y
se llevan, sobre ellas, las cotas respectivas, a la escala

Pec

t o A:(A)

Fig. 22.12.—Abatimiento de una recta.

del dibujo, siendo (A)(B)(C)(D) el abatimiento del
poligono. (Ver nums. 22,13 y 14 de n/E. de G.D.).

22.9. Tejados. Generalidades

Los tejados son cubiertas formadas por superficies,
generalmente planas (faldones) y mas o menos incli-
nadas, para evacuar el agua de lluvia (Fig. 22.15). Las
horizontales inferiores a, b, d, e, ... de cada faldén
(aleros), suelen colocarse al mismo nivel y algo sepa-
radas de los muros, para evitar humedades y manchas.

Las intersecciones de faldones de igual pendiente se
proyectan, segtn bisectrices C,A,, D,E,, ..., de los
dngulos formados por sus aleros y si éstos son parale-
los, segtin la paralela media c,.

Las intersecciones inclinadas CA y DE se llaman
limas, y las horizontales ¢, cumbreras. Las primeras se
clasifican en: lima-tesa, si separan las aguas, como las
CA y CB, o lima-hoya, si las recogen, como la DE,
habiéndose indicado con flechas la direccién de las
aguas.

N W e 00O
t +

22. INTERSECCIONES Y ABATIMIENTOS

Fig. 22.13.—Abatimiento de una figura plana.

®

|
T T T
} | | |
| i | JI\ tec
— O A A b
Af2) Dfos)  Bl4) Cl1,6)

Fig. 22.14.—Abatimiento de plano vertical.

APLICACIONES

a1(0) By

C/lb |1 |b100)

4
D, 2\{

” M 5 m
|
E1 +’T“Tt d1 (0)
2

Fig. 22.15.—Intersecciones de faldones de cubiertas.
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Fig. 22.16.—Planta de cubierta de un edificio.

En los tejados de igual pendiente, la planta es la
misma para cualquier pendiente. Lo inico que varia es
la inclinacién de faldones y limas, y la cota de cum-
breras. La inclinacién 6 del faldén y la cota de la cum-
brera ¢, (2,3), se ha obtenido, seccionando la cubierta
por un plano ¢ normal a la cumbrera y abatiéndolo
sobre el plano de cota cero de los aleros.

22.10. Intersecciones de tejados

En la figura 22.16, se ha dibujado la planta de
cubiertas de una edificacién, integrada por un cuerpo
principal rectangular ABCD con cuatro salientes rec-
tangulares C,, C,  C;y C,y uno exagonal C;.
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Suponemos que los faldones o vertientes del tejado
del edificio principal y de los anexos C,, C, y C; son
de pendiente p,, y los de C, y C;, de pendientes res-
pectivas p, y p,, siendo p,>p,>p;.

Primeramente, se graduan, como ya se sabe (niim.
21,4), las rectas de maxima pendiente de todos los fal-
dones, de intervalos respectivos i, < i, < i; (puesto
que, a mayor pendiente, le corresponde menor interva-
lo) y se trazan las horizontales de conta entera de los
faldones, asignando cota cero a la planta horizontal a
cubrir (planta de aleros). Las intersecciones de estas
horizontales determinan las aristas de interseccién de
los faldones, dibujadas con trazo grueso. (Ver nims.
24,1 a 24,25 de n/E. de G.D.).



23. PARALELISMO, PERPENDICULARIDAD,
DISTANCIAS Y ANGULOS

23.1. Rectas paralelas

Las condiciones de paralelismo de dos rectas r y s
(Fig. 23.1) son:

a) Que las proyecciones 7, y s, sean paralelas.

b) Que tengan pendientes o intervalos iguales.

¢) Que las cotas crezcan en el mismo sentido.

De esto se deduce que dos rectas paralelas r y s
pueden superponerse por traslacion paralela, en
direccion de las horizontales del plano [r, s] y lo
mismo sucede con sus proyecciones o imdgenes gra-
duadasr,y s,.

Ty

S,

» O

Fig. 23.1.—Rectas paralelas.

23.2. Planos paralelos

Si dos planos son paralelos, sus escalas de pendien-
te han de ser paralelas, de igual pendiente o intervalo
y de cotas crecientes en el mismo sentido.

El paralelismo de planos verticales se reduce al
paralelismo de sus trazas.

23.3. Paralelismo de recta y plano

Como ya dijimos en diédrica (nim. 5,3), una recta
es paralela a un plano, si es paralela a cualquier
recta del plano. Reciprocamente: un plano es paralelo
a una recta, si contiene a un paralela a la recta dada.

' i B(5)
i |
) |
| |
]
| |
' i
1 2 5
Pp z—= =
! |
' i
! i
C(2) :
|
pﬁ A i ‘ Il A
— T 1 T e
4 5 6 7 8

Fig. 23.2.—Recta paralela a 0, trazada por A.

Asi, para trazar por un punto A, (3) (Fig.23.2) una
paralela a un plano dado p,, basta trazar por A el plano
p; paralelo al o. Cualquier recta r = BC, contenida en
B, trazada por A, resuelve el problema.

También podia haberse trazado una recta contenida
en oy, por A, la paralela r a ella. El primer procedi-
miento es més aconsejable, si r ha de cumplir otra
condicién.
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Fig. 23.3.—Plano paralelo a r, trazado por A.

A
T

23.4. Recta perpendicular a un plano

Si por un punto A de un plano « (Fig. 23.4), se
traza la perpendicular r = AB a éste y la recta de méxi-
ma pendiente p = AC de ¢, sus proyecciones ortogo-
nales r, y CB pasaran por la proyeccién ortogonal A,
de A sobre H y coincidirdn con la normal r, a z,,.

r

T

Fig. 23.4.— Perpendicularidad entre recta y plano.

En el tridngulo rectangulo ABC, asi formado, la
altura es media proporcional entre los segmentos en
que divide a la hipotenusa, luego:

Aj] AT{I

AA!=BA,xAC, osea —rx =1
BA, AC
' AA, AA,
y siendo: —— =p, ——=p,, resulta:
BA, AC
. 1
p.xp,=1 6 p,=

~

Las condiciones de perpendicularidad de recta y
plano, deducidas de lo expuesto son, por tanto:
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Inversamente: patra trazar por A,(9) (Fig. 23.3) un
plano paralelo a una recta dada r, basta trazar por A la
paralela a s a r, y cualquier plano que pase por s
resuelve el problema. (Ver mims. 22,1 a 22,4 de n/E.
de G.D.).

PERPENDICULARIDAD
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Ca" D@ A Blass M@ N2 a
' ! i
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! : ﬁ [:
1 i
! i . P, S T
¢ ‘lr % + T % —— ip—"‘ ir’
2 3 4 Y [ 7
(b} Segundo método.

Fig. 23.5.—Perpendicular a o, trazada por A, (8,7).

a) Que la proyeccion de la recta sea paralela a la de
la recta de méxima pendiente del plano.



b) Que sus intervalos (o sus pendientes) sean
inversos.
¢) Que sus cotas crezcan en sentidos contrarios.

23.5. Recta perpendicular a un plano, trazada
por un punto (Fig. 23.5)

a) Para trazar la perpendicular r a un plano dado p,,
por un punto A,(8,7) (Fig. a), se construye sobre el
intervalo i, de p, (o en figura aparte), el tridngulo
rectangulo de catetos PM, = i, y M,K = u (unidad de
altura, a la escala del dibujo). La perpendicular KN a
KP, determina sobre p, el intervalo i, = M,N de r que
permite graduar ésta, llevando sobre ella el intervalo
8,7 - 7,7 =i, (por traslacién paralela de direccién
M,A)). El punto de cota entera 8 de r, se ha hallado
llevando sobre una transversal s, a partir de A,, 7y 3
unidades arbitrarias (ndm. 21,4-2°).

Si se pide la interseccidn [ de r y «, se traza por r
un plano auxiliar, de horizontales arbitrarias, de cotas
6 y 8, que cortan a las de igual cota de ¢, segiin la

23.7. Distancia entre dos puntos

Es un problema similar al de hallar la longitud d del
segmento AB, determinado por dos puntos dados (Fig.
23.6) y se resuelve, construyendo sobre A,B, el tridn-
gulo rectdngulo de catetos A,B, y B(B) = 4,5 u (a la
escala del dibujo). La hipotenusa A(B) es la distancia
buscada.

Como se ve, esto es lo mismo que abatir el plano
vertical que contiene a AB sobre el plano horizontal
de cota igual a la de A.

23.8. Distancia de un punto a un plano

Se traza la perpendicular 7, desde el punto dado A al
plano o (Fig. 23.5-a) y se halla la interseccion I/ de r y
o, como se explicé en el nim. 23,5-a. La distancia
pedida es el segmento AL

También puede hallarse por abatimiento, como se
explicd en el nim. 23,5-b.

23. PARALELISMO, PERPENDICULARIDAD, DISTANCIAS Y ANGULOS

recta q,, siendo I, = [r,,q,] el punto buscado.

b) Otro método (Fig. b) consiste en trazar, por la
proyeccién A, del punto dado, la recta de méxima
pendiente C,(2) D,(3) de o y abatir el plano vertical
que la contiene, sobre el horizontal de cota 2, por
ejemplo, tomando A,;(A) =6,1-2=4,1uy D(D)=u
La perpendicular (r) a (C)(D), trazada por (A), corta a
la charnela en N,(2), siendo r = A,(6,1) N,(2) la recta
pedida.

Para graduar la recta, se traza la paralela (D)M) a
r, que corta a (r) en el punto (M), de cota 2, de (r). La
interseccién (B) de (r) y (C)(D) es el abatimiento del
punto de corte B,(4,95)dery a.

23.6. Plano normal a una recta, trazado por
un punto

Es el reciproco del anterior y se resuelve, de forma
andloga a la explicada (Fig. 23.5), tomando p, como la

recta dada y r, como escala de pendiente del plano
normal a p,, trazado por A.

DISTANCIAS

23.9. Distancia de un punto a una recta

Lo maés sencillo es abatir el plano determinado por
el punto A y la recta r y hallar la distancia de (A) a (7).

(8)
]
T
{
{
T
|
|
-
-+
|
i
[
:
i
-5 o
B(95) A(5)

Fig. 23.6.—Distancia entre A y B.

También puede trazarse por A el plano 3, perpendi-
cular a r, y hallar su interseccién B con r. El segmento
AB es la distancia pedida.
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23.10. Distancia entre rectas paralelas

Se obtiene, por abatimiento del plano determinado
por las paralelas dadas r y s (Fig. 23.7), tomando
como charnela la horizontal ¢, (5). El abatimiento (A)
del punto A, (8) de r determina el abatimiento (r) de r
y el (s), de s, paralelo a (7).

23.11. Distancia entre planos paralelos

Es el segmento de perpendicular comiin a ambos
planos, comprendido entre ellos.

También puede hallarse mas facilmente, cortando
los planos o y B dados (Fig. 23.8) por el plano vertical
que contiene a p,, por ejemplo, y corta a éstos, segin
rectas de maxima pendiente,
abatidas sobre el horizontal
de cota 2, en (p,) y (pp)- La
distancia d entre (p,) y (pp)
es la buscada.

El abatimiento (p,) de p,
pasa por el abatimiento (A)
del punto A, (5) de p, y el
(py), paralelo a (p,), por el

abatimiento (C) del punto
C, (5) de B, de imagen C,

Fig. 23.7.—Distancia entre rectas paralelas.

La perpendicular comiin (A)B) a (r) y (s) es la dis-
tancia pedida d = (AYB), desabatida en d, =A,B,.

La distancia d también queda determinada por las
intersecciones de r y s con un plano perpendicular a
ambas.

La determinacién de dngulos se reduce, general-
mente, a abatir el plano del dngulo para hallar éste en
verdadera magnitud. (Ver nims. 22,6 a 22,13 den/E.
de G.D.). A continuacién, se exponen algunos dngulos
de frecuente aplicacién.

23.12. Angulo de dos rectas

Para obtener el dngulo a =75 (Fig. 23.9), se abate el
vértice A, (9) sobre el horizontal de cota 5, por ejem-
plo, en (A), tomando como charnela la horizontal ¢,
(5), siendo x =B, (A) D,.

23.13. Angulo de una recta con el plano de
proyeccion

Es el que forma la recta TA, (7) (Fig. 23.10) con su
proyeccién ortogonal sobre H. Se obtiene, abatiendo
el plano vertical de traza ¢ que contiene a la recta,
siendo (A) el abatimiento de A. El dngulo o = (A)7A,
es el buscado.
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Fig. 23.8.—Distancia entre planos paralelos.

situada en p,. (Ver nims.
22,5 a 22,15 de n/E. de
G.D.).

ANGULOS

BE

Fig. 23.9.—Angulo de dos rectas. Fig. 23.10.—Angulo de una

recta con el plano
de proyeccion.
23.14. Angulo de un plano con el
de proyeccion

Es el que forma su recta de maxima pendiente con
el de proyeccién y se obtiene, como en el caso ante-
rior.



24.1. Representacion de lineas

a) Linea quebrada (Fig. 24.1). Se representa por las
proyecciones acotadas de sus vértices, como la
ABCDMN.

b) Curva plana (Fig. 24.2). Queda definida (Fig. a)
por su proyeccién horizontal ¢, y por la recta de maxi-
ma pendiente p,, de su plano.

La curva horizontal b, (4) (Fig. b), por su proyec-
cién y su cota.

pa

4+ 7

(a) Curva de plano inclnado. (b) Curva horizontal.

Fig. 24.2.—Representacion de curvas planas.

La circunferencia, por su centro O, (3) (Fig. c), su
radio R = O,C, = O,D, y el extremo A, (5), por ejem-
plo, del eje menor de la elipse proyeccién.

¢) Curva alabeada. Si no se conoce su forma de
generacion, lo mas prictico es inscribirle una poligo-
nal y representar éste como en el caso a). El niimero
de lados o la longitud de éstos dependerd de la exacti-
tud con que han de representarse las variaciones de
curvatura de la linea.

24. LINEAS,
SUPERFICIES
Y TERRENOS

(¢) Circunferencia de radio R = OD.

f7)
A(5) B(3)
Fig. 24.1.—Linea quebrada.
B.(3)
A(5)
Af2)
D, :
DJ8)
B(1

C{s)

Fig. 24.3.—Tetraedro.

24.2. Representacion de superficies y cuerpos

Como ejemplo, indicaremos someramente la repre-
sentacion de superficies elementales.

El tetraedro ABDC (Fig. 24.3) y las superficies
poliédricas quedan definidas por sus vértices A,(2),
B,(3), D,(8) y C,(5). Las aristas ocultas conviene dibu-
jarlas de trazos o puntos, para facilitar su representa-
cién.
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2

Fig. 24.4.— Cilindro de base

horizontal. Fig. 24.5.—Esfera.

El cilindro, por sus bases y su contorno aparente. Si
las bases son horizontales (Fig. 24.4), basta indicar la
cota de €stas.

El cono, por el vértice y la base y la esfera (Fig.
24.5), por su centro O,(4) y su radio.

La figura 24,6 representa el cuerpo de revolucién
formado por dos esferas iguales, de centros A,(5) y
B/(5), y un cilindro de eje AB, limitado por sus inter-
secciones circulares r y s con las esferas.

24.3. Superficies topograficas. Representacion

El sistema acotado es el utilizado, casi exclusiva-
mente, para representar la superficie terrestre porque
permite hallar con facilidad las alturas y pendientes en
cada punto de la superficie y proporciona imigenes
claras e intuitivas de la forma y accidentes del terreno.

Esto se consigue (Fig. 24.7), cortando la superficie
del terreno por planos horizontales y equidistantes
entre si la misma longitud. Las secciones producidas
por estos planos son curvas, llamadas lineas o curvas
de nivel, por ser de igual cota los puntos de cada una.

Si se proyectan dichas curvas sobre H y se indican
las cotas respectivas de cada una, se obtiene una
representacién muy clara del terreno, cuya exactitud
dependerad de la equidistancia e de los planos secantes.

Como plano de proyeccion (de cota cero), se toma
el de la superficie del mar en calma, en Alicante, pro-
longado por debajo de las tierras. De aqui, que a las
cotas positivas se les llame también cotas sobre el
nivel del mar. Esto obliga a prescindir de la curvatura
esférica de la tierra y a suponer que el plano de pro-
yeccidn es perfectamente plano; que las verticales son
paralelas y que cortan a la superficie en un solo punto,
lo cual es admisible en zonas no muy extensas, tenien-
do en cuenta la longitud del radio terrestre.
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Fig. 24.6.— Cuerpo de revolucion de eje horizontal.

Las superficies irregulares, cuya ley de formacién
se desconozca, no tienen normas generales de repre-
sentacion, debiendo elegirse, en cada caso, la mds
apropiada. (Ver nim. 23,5 a 23,23 de n/E. de G.D.).

TERRENOS

T

BN

Fig. 24.7.~Representacion de un terreno.

Se llama plano topogrdfico o simplemente plano, a
la representacion de una zona de terreno de extension
apropiada para poder ser dibujada sobre un plano y a
1a superficie representada, superficie topogrdfica.

Segun la finalidad a que se destinan, los planos
reciben los nombres de: hidrogrdficos, catastrales,
agricolas, orogrdficos, militares, etc.



Fig. 24.8.— Curvas de nivel de un terreno.

24 4. Equidistancia

Se llama equidistancia real o métrica o simplemen-
te equidistancia, la distancia vertical que existe entre
dos planos horizontales de dos curvas de nivel conse-
cutivas o 1o que es lo mismo, la distancia constante e
que separa los planos secantes consecutivos de la Fig.
24.7.

Equidistancia grdfica es la equidistancia real,
reducida a la escala del dibujo. Ejemplo: en un plano
a escala 1/50.000, con una equidistancia real ¢ = 10
m., la equidistancia gréfica es:

e 10
50.000 - 50,000 _ 0002 m =02 mm.
y, si la escala es 1/n: e/n.

La equidistancia grdfica es, por tanto, el cociente
de dividir la equidistancia real por el denominador de
la escala del plano.

La equidistancia varia segin que el terreno sea mds
o0 menos accidentado pues si se adoptara la misma en
todos los planos, las curvas de nivel estarian muy
espaciadas en terrenos poco movidos y muy juntas, en
zonas montafiosas.

24.5. Curvas de nivel

Para facilitar la lectura de los planos, todas las cur-
vas de nivel (Fig. 24.8) se dibujan con trazo fino y
cada cuatro o cinco curvas, se dibuja una con trazo
mas grueso.

A veces, para representar detalles topograficos
situados entre dos curvas de nivel, se reduce la equi-
distancia a la mitad, interpolando curvas en esta zona.
Las curvas interpoladas se dibujan de trazos para disti-
guirlas de las normales.

Fig. 24.9.—Linea de mdxima pendiente.

24. LINEAS, SUPERFICIES Y TERRENOS

Aj
o ~ 610
81
605
600

Fig. 24.10.—Cota de un punto del terreno.

24.6. Lineas de maxima pendiente

Si, desde un punto A, situado en una curva de nivel
(Fig. 24.,9), se trazan varias rectas que corten a la
curva inmediata, la pendiente entre A y cada uno de
los puntos C, B y D (distantes verticalmente la equi-
distancia e), depende tinicamente de sus distancias
horizontales A,C,, A,B, y A,D,, correspondiendo la
mayor pendiente a la distancia menor A,B,.

La recta AB se llama linea de mdxima pendiente y
dada la proximidad de las curvas, puede considerarse
que es normal a ambas (o al menos, a una de ellas),
puesto que si trazamos las tangentes ¢ y ¢’ a las curvas,
podemos suponer que, en las proximidades del seg-
mento AB, el terreno se confunde con el plano defini-
do por t y ¢’ luego la recta de maxima pendiente de
este plano, perpendicular a ¢ y t’, ha de coincidir con
AB.

La pendiente en un punto P, situado entre dos cur-
vas de nivel, es la de la linea de mdxima pendiente
HK, que pasa por P. Como féacilmente se comprende,
el trazado de la linea de mdxima pendiente no puede
ser exacto, sino sélo aproximado, dibujandose a senti-
miento en la mayor parte de los casos.

24.7. Cota de puntos situados entre dos
curvas de nivel

Por el punto dado P, (Fig. 24.10) se traza la linea de
maxima pendiente y por A, y P,, dos paralelas de direc-
cién arbitraria. La cota 608,5 de P se halla de forma
inmediata por el método de la regla (nim. 21,4-3°).

24 8. Trazado de perfiles

La seccién producida en un terreno por un plano
vertical (o una superficie cilindrica de generatrices
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verticales) se llama perfil del terreno. En la figura
24.7, el perfil de plano o es la curva ABCDKMNRS,
de proyeccién ¢,

Segun su direccion, los perfiles se llaman longitudi-

[/

70

nales o transversales, segin que sus trazas coincidan
o sean normales a las proyecciones de los ejes de
carreteras, rios, calles, etc.

Para construir o levantar el perfil plano vertical, de

410
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Fig. 24-11.—Trazado de un perfil.

traza ¢ (Fig. 24.11), se abaten las intersecciones 1, 2,
3..., 18 del plano con las curvas de nivel, sobre el hori-
zontal de cota 560, por ejemplo, llevando la altura de
cada punto sobre el plano de cota 560 (a la escala del
dibujo). Asi se obtienen los abatimientos 1°, 2°, 3°, ...,
18’ que determinan el perfil buscado.

La unién de estos puntos puede hacerse por seg-
mentos rectilineos (perfil quebrado) o con una curva,
trazada a sentimiento (perfil curvo) que se asemeja
mas a la forma real del terreno.

Los perfiles no suelen construirse directamente
sobre el plano, sino en otro papel (mejor transparente),
marcando en éste la traza ¢ y los puntos 1, 2, 3, ..., 18
y procediendo luego como se ha explicado.

Para apreciar mejor las diferencias de altitud, suele
ampliarse la escala de alturas. Se obtiene asi, una figu-
ra deformada (perfil realzado) que puede ser ttil para
resaltar ciertos detalles.
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Fig. 24.12.— Vertiente o ladera.

Los perfiles tienen numerosas aplicaciones. En el
aspecto militar, para determinar zonas vistas y ocultas,
angulos de tiro, zonas desenfiladas, etc. En carreteras
y autopistas, para hallar pendientes, trazados, volime-
nes de tierras, etc. En movimientos de tierras, para
hallar secciones, volimenes, compensaciones, costes,
etc.

24.9. Formas del terreno

Aunque las formas que presenta el terreno son
variadisimas, podemos referirlas a tres tipos funda-
mentales que resultan utiles en la interpretacion y lec-
tura de planos. Estos son: la vertiente o ladera, la divi-
soria y el valle o vaguada.

a) Vertiente o ladera (Fig. 24.12). Es una superficie
de terreno inclinada y bastante plana, representada por
curvas casi rectilineas y paralelas.
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Fig. 24.13.— Divisoria.

b) Divisoria (Fig. 24.13). Es el encuentro de dos
laderas, unidas por una superficie convexa representa-
da por curvas bastante redondeadas. Se caracteriza
porque las curvas de menor cota envuelven a las de
mayor cota.

Si, desde un punto C de la divisoria AB, se trazan
las lineas de maxima pendiente CD y CD’ de cada
ladera y se supone, teéricamente, que una gota de
agua cae en C, parte de ella resbalaria por la primera
vertiente, en direccién CD, y la otra parte, caeria en
direccién CD’. De aqui, el nombre de divisoria de
aguas.

¢) Valle o vaguada (Fig. 24.14). Esta formada por
dos laderas que se unen, segiin una superficie céncava
representada por curvas en forma de entrante, caracte-
rizadas porque las de mayor cota envuelven a las de
menor cota. Si los flancos son muy escarpados se

Fig. 24.14.—Valle o vaguada.

Fig. 24.15.— Collado.

llama garganta o cortadura.

Si desde dos puntos M y N de cada ladera, se trazan
sus lineas de maxima pendiente, seguirdn una direc-
cién casi rectilinea hasta su encuentro con la linea AB
de vaguada luego las aguas que caigan por las vertien-
tes C y D se unirdn en la linea AB y descenderédn
luego, a lo largo de ella. Estas lineas, marcadas en el
terreno, se laman segin su importancia: vaguadas,
torrentes, barrancos, etc.

d) Puerto o collado. Es otra forma interesante de
terreno. Estd formado por dos divisorias M y N, colo-
cadas frente a frente (Fig. 24.15), y dos vaguadas A y
B, también opuestas. Su aspecto recuerda a una silla
de montar.

El punto C del collado es el mds bajo de las diviso-
rias y el mds alto de las vaguadas. (Ver nims. 25,2 a
25,6 den/E. de G.D.).
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25.1. Recta de pendiente dada, apoyada en
curvas de nivel consecutivas

Sea AB el segmento pedido (Fig. 25.1); p = 10%, la
pendiente; ¢ = 10 m., la equidistancia real y 1/5.000,
la escala del plano. De la férmula de la pendiente:

s e 10 _
se deduce: A,B, = o0 100 m

b= e
A,B,
y a la escala del dibujo:

A,B, = 100 m. < > 100/5.000 = 0,02 m. = 20 mm.

Con centro en un punto A, de la curva de cota 50, se
traza luego el arco de radio A,B, = 20 mm. que corta a
la siguiente curva, en B, y C,, siendo AB y AC las rec-
tas pedidas.

25.2. Camino de pendiente constante entre
curvas de nivel

Primeramente (Fig. 25.2), se halla la longitud, a
escala, de la proyeccién A,B, = A,C, del tramo de pen-
diente dada, comprendido entre dos curvas de nivel
consecutivas y luego, con centro en un punto A, de la
curva de cota 30, dada, y radio R = A,B,, se traza un
arco que corta a la siguiente curva en B, y C,. Desde
B, y C, como centros, se trazan nuevos arcos de radio
R que cortan a la siguiente curvaen M, y N, y asi se
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Fig. 25.1.—Coamino de pendiente dada entre
dos curvas consecutivas.

Fig. 25.2.— Camino de pendiente dada entre dos curvas.

continda, hasta cortar a la curva de cota 50, dada.

Ademaés de los caminos extremos ABMHR y
ACNKS, asi obtenidos, existen otros intermedios,
como el ACDFG, determinados por los arcos interme-
dios de la figura.



25.3. Camino de pendiente constante entre
dos puntos Ay B

Si el punto B, por ejemplo, no pertenece a una
curva de nivel, se halla su cota 65 (ndm. 24,7); se
interpola esta curva (dibujada de trazos) y se hallan
las longitudes m,; y m,/2 de los tramos de pendiente
dada, comprendidos entre dos curvas consecutivas y
entre las de cotas 60 y 65 (niim. 25,1).

Se traza luego el camino A,B; (nim. 25,2), tomando
como radio m,, excepto en el dltimo tramo, de radio
m,/2. Se repite de nuevo la construccion, con una pen-
diente menor que p y radio n, y se traza otro camino
que corta a la curva 65, en B} Como B, queda mas
préximo a B;que a B”, se elige un radio intermedio
mds préximo a m, y se continuan los tanteos, hasta
encontrar el radio r, que proporcione el camino defini-
tivo que pase por B,.

25.4. Galerias rectilineas subterraneas

El trapecio A,D,C,B, (Fig. 25.4) es la planta del eje
D,C, = 25 m. del suelo de una galeria horizontal, utili-
zada como polvorin, y de los ejes A,D, = B,C, = 41 m.
de los suelos de las galerias de entrada que parten de
A, (420) y B, (420), en rampa ascendente de pendiente

Fig. 25.4.—Galerias rectilineas
subterraneas.

Fig. 25.3.— Camino de pendiente
dada entre dos puntos A’y B.

p = 1/100. Hallar la longitud de las galerias de acceso
y la cota y profundidad del polvorin.

El desnivel d, entre D y A o C'y B, en rampa del
1/100, es:

p=dAD, dedonde:d = pxAD,=0,01x41=0,41 m.

ylacotade DC: 420+ 0,41 =420,41 m. luego:

25. APLICACIONES

AD = BC =412+ 0,412 = 41,002 m.

Se hallen luego (num. 24,7) las cotas 447 y 451,20
m. del terreno, en C y D, respectivamente, y la profun-
didad 447-420,41 = 26,59 m. de C'y la 451,20-420,41
=30,79 m. de D.

V&

(b) Cono de desmonte.

By8)

(a) Cono de vertido o terraplén.

Fig. 25.5.—Conos de talud.

Estos datos también pueden obtenerse graficamen-
te, por medio de perfiles, de trazas A,D, y B,C,.

25.5. Conos de talud (Fig. 25.5)

El lugar geométrico de las rectas de pendiente p que
pasan por un punto V (Fig. a) es un cono de revolu-
cién de eje vertical, vértice V y generatriz g = VA, de
intervalo i = 1/p. Todo plano tangente al cono, pasa
por V y es de pendiente p o lo que es lo mismo, el
cono es la envolvente de los infinitos planos de pen-
diente p que pasan por V.

Si V es de cota entera, las curvas de nivel se pro-
yectan, segin circunferencias de centro V y radios i,
2i, 3i, ..., etc. Los dos cono se llaman conos de talud.
El inferior (Fig. a), engendrado por la semirecta VA es
el cono de vertido o terraplén y el superior (Fig. b),
engendrado por VB, el de desmonte. Son de frecuente
uso para la determinacion de taludes de terraplén y
desmonte. De ahi, su nombre.

Si desde un punto situado en la vertical de V, se
vierte material suelto sobre un plano sensiblemente
horizontal, se forma un cono de revolucion. Si se vier-
te mas material, el cono aumenta, elevando su vértice
y conservando el dngulo de inclinacion de las genera-
trices, llamado dngulo de talud natural o de reposo.
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(a) Taludes desarrollables de borde alabeado.

Fig. 25.6.—Talud definido por una linea alabeada. Método de envolventes.

25.6. Talud de borde alabeado. Método de
envolventes

Se llama superficie de talud o simplemente talud, la
superficie A (Fig. 25.6) de igual pendiente en todos
sus puntos. Si A ha de pasar por una linea alabeada ¢
= ACE (el borde de una explanacién, por ejemplo) e
imaginamos trazados los conos de talud de vértices
coincidentes con los puntos de ¢, la envolvente de los
conos es la superficie de talud. En la figura, sélo se
han dibujado los de vértices de cota entera y sus trazas
circulares, de centros B, C,, ... y radios i, 2i, ..., etc.,
siendo i = 1/p.

Si se traza la tangente 7, a ¢, en C, (2) y desde su
traza F, la tangente t,, en N, a la traza circular del
cono, el plano [CFN] = [t,t,] es tangente a @, en C, y
al cono y a A, segiin la generatriz ¢ = CN.

La envolvente A de los infinitos planos tangentes,
asi trazados, es una reglada desarrollable (talud desa-
rrollable) de directriz ¢; cono director, el del talud, y
generatrices b, ¢, d, ..., etc. Se llama superficie de
igual pendiente (nims. 15,5-c y 15,14 de n/G.D.S. y
A.) y estd engendrada por un plano de pendiente p que
se mueve, conservandose tangente a ¢. Para hallarla,
se dibujan las trazas circulares de los conos, de radios
i, 2i, ..., etc. y centros situados en los puntos de cota
entera B, C, ... de ¢,. La envolvente de ellas es la
traza o de A.

Las proyecciones de las curvas de nivel son “para-
lelas” a o (ndm. 9,8-3° de n/G.D.S. y A.) y distan
entre si la longitud i = 1/p. Para dibujarlas, se trazan
las generatrices b, c,, d,, ... determinadas por los pun-
tos de tangencia M, N, P, ... de o; se dividen a partir de
estos puntos, en partes iguales de longitud i, y se unen
los puntos de divisién de igual cota. También pueden
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(b) Talud que pasa por linea alabeada.

Fig. 25.7.—Talud de borde quebra-
do de plano incinado

dibujarse, como envolventes de las curvas de nivel de
igual cota de los conos.

Los puntos de tangencia de ¢, como el N, se obtienen
més exactamente conociendo la traza F de la tangente ¢,
a ¢@,. La tangente ¢, a la traza del cono, desde F, es tan-
gente a 0, en N, y permite dibujar 6 y ¢, con mas exacti-
tud. La paralelas a t,, en los puntos de divisién de c,, son
tangentes a las curvas de nivel, en dichos puntos.

En la figura b, se han trazado los conos de terra-
plen, por debajo de @ y los de desmonte, por encima,
prolongando las generatrices by, ¢,, ..., etc. Si se
invierte la construccién, se obtiene otro tralud de pen-
diente p y traza € (Fig. a). El problema tendra dos, una
0 ninguna solucién, segin que las cuerdas AB, B,C,,
CD,, ..., etc. sean mayores, iguales o menores que el
mdédulo i (ndm. 21,9).

25.7. Casos particulares

1°. Talud de borde recto r = AB (Fig. 25.7). Las
horizontales de nivel del talud plano pasan por los
puntos de cota entera de r y son tangentes a los circu-
los de nivel de igual cota del cono de talud, de vértice
B,(8) (nim. 21.9). El punto de tangencia T, de la tan-
gente A,T,, determina la recta de maxima pendiente
BT del plano.

2°. Talud definido por la quebrada ABC de plano
inclinado (Fig. 25.7)

Desde A; y C, se trazan las tangentes al circulo de
nivel de cota 5 del cono de vértice B,(8), siendo T, y
Q, los puntos de tangencia. El talud se compone de la
porcion BTQ del cono y de los planos [A, B, T] y [C,
B, Q] tangentes al cono, segin las generatrices respec-
tivas BT y BQ.



(a) Borde circular.

Fig. 25.8.—Talud de borde
horizontal.

Fig. 25.9.—Taludes de borde curvo horizontal.

3°. Talud de borde horizontal @. Si ¢ es una recta
horizontal AB (Fig. 25.8), el talud es un plano de hori-
zontales de cota entera, paralelas a A,B, y distanciadas
entre si, en planta, la longitud i.

Si es una quebrada horizontal ABC, se compone de
los planos tangentes al cono, segin las generatrices de
tangencia BT y BQ, y de la porcién de cono BTQ.

Si el borde @ es curvo, las lineas de nivel de cota
entera del talud son “paralelas” a ¢, y distanciadas
entre si la longitud i = 1/p.

Si @ es circular (Fig. 25.9-a), el talud es una super-
ficie conica de revolucién (cono de talud) y si es elip-
tica (Fig. b), la superficie de talud no es cénica y las
curvas de nivel no son homotéticas, ni son elipses,
como a primera vista parecen (nim. 15,14 de n/G.D.S.

y A

25.8. Método de perfiles

Segiin este método, en el talud de pendiente p, defi-
nido por la curva alabeada ¢ (Fig. 25.10), todo plano
de perfil ¢, de traza normal a ¢,, corta al talud, segiin
una recta ¢ = EQ, de pendiente p. Las generatrices del
talud son por tanto rectas de intervalo i = 1/p que cor-
tan a @ y se proyectan, segin normales a,, b, ... a @,

El talud A se determina, graduando las generatrices
a, b, ¢, ..., normales a @,, trazadas por los puntos de
cota entera de ¢ y uniendo los puntos de divisién de
igual cota. Asi se obtiene la traza ¢ y las curvas de
nivel de cota entera que pasan por A, B, C, ..., etc.

La superficie A es, en general, una reglada alabeada
(talud alabeado); sus curvas de nivel no son “parale-
las” ni equidistantes entre si, y los planos tangentes a
la superficie en los distintos puntos de una generatriz,
tienen distintas pendientes y forman un haz de planos
de arista coincidente con dicha generatriz (nim. 19,1-
3°de n/G.D.S.y A)).

25. APLICACIONES

(b) Borde eliptico.

Fig. 25.10.—Talud alabeado por
el método de perfiles.

25.9. Comparacion de ambos métodos

El talud desarrollable, obtenido por el método de
envolventes, es una reglada desarrollable que tiene
igual pendiente en todos sus puntos y el talud alabedo,
obtenido por el método de perfiles, es una reglada ala-
beada que no tiene igual pendiente en todos sus pun-
tos, excepto en los dos casos que siguen:

a) Borde horizontal ¢ (Fig. 25.9). Las curvas de
nivel son “paralelas” y distanciadas entre si la longi-
tud i = 1/p. La superficie coincide con el talud desa-
rrollable.

Fig. 25.11.—Comparacion de taludes planos,
obtenidos por los dos métodos.

b) Borde rectilineo inclinado r (Fig. 25.11). El talud
plano o del método de envolventes no coincide con el
B, del método de perfiles. En efecto, si el intervalo del
talud es i, = 1/p, la traza t, = AM es la tangente al cir-
culo de centro B, y radio 4i, y #; es la recta AC, siendo
B,C =4,

Como se ve en la figura, la recta de méxima pen-
diente BM = B,C = 4i, de o es mayor que la de maxi-
ma pendiente B,N = 4igde P, es decir:

Ig<LYDPp>Pa
luego P es de mayor inclinacién que el o. En general,
los taludes alabeados son de mayor inclinacién que los
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desarrollables pero, en la practica, se consideran sufi-
cientemente aproximados si los bordes son poco cur-
vados y de pequefia pendiente, como sucede en carre-
teras.

A pesar de su inexactitud, el método de perfiles es
¢l més utilizado en carreteras por ser, en definitiva,
mds sencillo y préctico que el de envolventes.

25.10. Vertedero de tierras (Fig. 25.12)

Sea el vertedero formado por una explanada de
plano inclinado & y proyeccidn circular @,, de centro
0,, a la que se accede por un camino recto de plano «
y bordes AB y CD. Las pendientes de o y de los talu-
des son: p, = 10% y p, = 2/3 y sus intervalos respecti-
vos: i, =1/p,=10m.ei,=3/2=15m.

Primeramente, se han dibujado las horizontales de
cota par de o (distanciadas 2i, = 20 m.) y el perfil de
plano B (plano de simetrfa del vertedero), siendo (M{Q)
y (NXP) rectas de pendiente p,. Como ejercicio, los talu-
des de la mitad inferior se han hallado por envolventes,
y los restantes, por perfiles.

a) Método de envolventes. Las lineas de nivel se
hallan (niim. 25,6 y 25,7-1°), como envolventes de
lineas de nivel de igual cota de conos o hallando
puntos de tangencia, como el T; siendo Q,T = 4i,.
Las de igual cota se cortan en puntos de la seccién
BI del talud plano de borde AB, con el de borde
curvo.

b) Método de perfiles. El talud plano se halla (nim.
25,9-b), tomando F,G, = 2 i, y el alabeado, por genera-
trices de proyeccion radial, normales a ¢, (nam. 25,8),
y ambos se cortan, segin la curva plana DK. (Ver
nams. 25,7 a 25,12 de n/E. de G.D.).

¢) Observacion. La normal ¢, a NP y la horizontal
ty, tangente a @ en N, son paralelas y determinan el
plano T = [1,, t,], tangente al talud alabeado en N y al
desarrollable, en todos los puntos de NP, siendo ¢, tan-
gente a 0, pero no a ¢”. Ambos taludes se cortan,
segin la generatriz NP, pero no son tangentes a lo
largo de ella, sino sélamente en N (nim. 19,9 de
n/G.D.S.y A)).

25.11. Explanacion horizontal

Sea la explanada de bordes rectos y circulares, de
cota 60, representada en planta (Fig. 25.13). Las pen-
dientes de taludes de desmonte y terraplen son p, =
5/4y p,=5/6, y los intervalos: i, =4/5=0,8me i, =
6/5 = 1,2 m. La explanacién corta al terreno, segin la
curva de nivel FK (linea neutra), de cota 60, que sepa
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Fig. 25.12.—Vertedero de tierfas.

ra la zona de terraplén FEDCBAJK de la de des-
monte FGHIK.

Taludes de terraplén. Las curvas de nivel son
“paralelas” a los bordes de la explanacién y distan

Fig. 25.13.— Explanacion horizontl del terreno.



entre si la longitud i,. En los vértices salientes C, y B,
son tangentes a las curvas de nivel de los conos de
talud (nim. 25,7-3°) y en los entrantes A; y D,, se cor-
tan en puntos que definen la interseccion a, de los pla-
nos de bordes AB y AJ y la pardbola seccién d, produ-
cida por el plano de borde DE en el cono de borde
DC. ’

El talud céncavo de borde BC es un cono invertido
de vértice V, tangente a los conos de vértices By Cy
éstos se cortan, segln la hipérbola de proyeccion i,
(normal a B,C)) que pasa por V..

Taludes de desmonte. Las lineas de nivel distan
entre s la longitud i,,. Como el terreno a desmontar se
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supone consistente, en los dngulos entrantes G, ¢ I,
los taludes planos pueden hacerse tangentes al cono de
desmonte (caso de la figura) o prolongarse formando
un diedro (no dibujado). En los salientes H, las lineas
de nivel se cortan en puntos de la interseccion 4.

Las trazas de los taludes con el terreno se hallan por
puntos, como intersecciones de las lineas de nivel de
los taludes con las de igual cota del terreno. Si apare-
cen puntos muy separados, pueden hallarse otros
intermedios M, y N,, por interpolacién de curvas (caso
de la figura) o por perfiles auxiliares. (Ver nims.
25,12 a 25,18 de n/E. de G.D.).

2 o} 10m
: t

Fig. 25.14.—Taludes desarrollados de carretera.

25.12. Taludes de carreteras, por el método
de envolventes (Fig. 25.14)

Las rectas a y b son los bordes del plano de la
explanacién de un tramo recto de carretera, determina-
do por las horizontales de cotas 85 a 89. Las pendien-
tes de los taludes son p, = 2/3 y p, = 5/4, y sus inter-
valos respectivos i, =3/2=15m.e i, =4/5=0,8 m.

Las horizontales 87 y 88 de la explanacion cortan a
las de igual cota del terreno, en puntos que determinan
la traza n del plano de la explanacién con el terreno
(linea neutra) que separa las zonas de desmonte y

terraplén.

Las horizontales de los taludes planos del terraplén
son paralelas a las tangentes trazadas desde C,y D, a
los circulos de centros E,; y F, y radio 3i; (ndm. 25,7-
1°). Las de los taludes de desmonte son paralelas a las
tangentes, desde E, v F,, a los circulos de centros C; y
D, y radio 3ip,

Las intersecciones de las horizontales de taludes
con las de igual cota del terreno son puntos de las tra-
zas de los taludes con el terreno que han de pasar por
A,y B,
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25.13. Taludes de carre-
tera por el método
de perfiles

La figura 25.15 represen-
ta la explanacién de una
carretera de pendiente cons-
tante, formada por dos tra-
mos rectos, de bordes a,b y
¢,d, unidos por un tramo
curvo cuyos bordes se pro-
yectan, segin circulos ¢, y
€,, de centro O,. Las pen-
dientes son p, = 2/3 y p, =
1, y los intervalos, i, = 1,5
m.ei,=1m.

La linea neutra (curvas
m, y n,) se halla como antes
se ha dicho y corta a los
bordes de la explanacion, en
los puntos A, B,, C,y D, de
separacion de taludes de
desmonte y terraplén.

Las proyecciones de las
generatrices de taludes coin-
ciden con las prolongacio-
nes de las horizontales de la
explanacién. Llevando
sobre ellas, a partir del
borde, longitudes i, 0 i; y
uniendo los puntos de divi-
sién de igual cota, se obtie-
nen las horizontales de los
taludes planos y las curvas
de nivel de los alabeados.
Las intersecciones de éstas
con las curvas de nivel de
igual cota del terrenmo son
puntos de las trazas de los
taludes que han de pasar por
A, B, C,y D, (Ver nims.
25,20 a 25,28 de n/E. de
G.D.).
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Fig. 25.15.—Taludes alabeados de carretera.

)
ESCALA=1:1000

F-\?52 P54 PS5 P56

Fig. 25.16.— Planta de un tramo de carretera.
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tramo anterior.

25.14. Trazado practico de carreteras

Una vez elegido el trazado definitivo de la carrete-
ra, se dibujan en el plano los tramos rectilineos y se
unen por curvas cuyo radio depende del terreno y de
la importancia de la via proyectada. La figura 25.16 es
parte de un plano topogrifico en el que se ha trazado
la planta del eje y de los bordes de una explanacion,
de 6 m. de ancho, formada por un tramo recto y otro
curvo de 54 m. de radio.

Primeramente, se dibujan las trazas de los perfiles
transversales, normales al eje. Se numeran sucesiva-
mente y luego se levanta el perfil longitudinal del
terreno, de traza coincidente con el eje de la carretera
(Fig. 25.17), tomando las alturas a escala cinco veces
mayor (perfil realzado). Sobre este perfil, se dibujan
luego las rasantas de la explanacién y se completa, en
su parte inferior, con los datos que siguen:

Estado de alineaciones. Se indica la longitud de las
alineaciones rectas y en las curvas, el radio y dngulo
en el centro, el dngulo de las tangentes y la longitud T
de éstas, asi como la D de la curva.

Puntos nivelados. Son los de los perfiles transversa-
les.

Distancias al origen. Las medidas desde el origen a
cada perfil transversal.

Distancias parciales. Las de cada perfil al anterior a
¢él. Sumando sucesivamente estas distancias, se obtie-
nen las distancias al origne. Ejemplos:

688,13 + 5,50 = 693,63, 693,63 + 250 = 696,13, etc.

Ordenadas del terreno. Son las cotas del perfil lon-
gitudinal.

Ordenadas de la rasante. Se miden directamente
sobre el dibujo, después de trazar la rasante.

Cotas rojas. Son la diferencia entre las cotas del
terreno y de la rasante. Si es positiva, hay que des-
montar (cota de desmonte) y si es negativa, terraple-
nar (cota de terraplén).

Plano de comparacion. El tomado como referencia,
de cota inferior a la més baja del perfil.

Rasantes. Se indica la longitud de los tramos hori-
zontales y en los inclinados, 1a pendiente y la longitud
de su proyeccion.
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Perfiles Transversales
ESCALA 1:200

Con estos datos, se dibujan los perfiles transversa-
les de la explanacién y taludes, con sus ejes colocados
en la misma vertical (Fig. 25,18) y sobre ellos, se
colocan los perfiles transversales del terreno, por enci-

§|'50 ma o debajo de Ia explanacidn, segin se trate de des-
ol monte o terraplén.
< T}s.30m2 A la izquierda de los perfiles, se anotan las distan-
cias parciales que figuran en el perfil longitudinal.
° P-51 Encima de cada uno, su nimero de orden y a su dere-
p= ol cha, la seccién D o T de desmonte o terraplén, respec-
Sl tivamente.
pe . — —
T=150m?
o
=] P-52
N I
o -
I 5] D=140m? _
\/ \/ -
) -
e P-53 =
9 =
<l_‘ Si D=3,80m?2 N = =
vd 1 . -—
\_,— \/ 1 1 —~—— =
) W 4 X -
\\‘ Iy —
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<+ P-54
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=] D=6,90m? -
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’ / // A
[~ 7/,
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Fig. 25.18.— Perfiles transversales - —
del tramo anterior.
(a) Popa.
/
- // /
-— /
g7
_ pd ey 4
- ALY
_ P P aye |
—_ < 14 A\
Z pd v Y ~ T
— y. AN
E = A ] J
E /l
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o T K
Fig. 25.19.—Cuadernas y lineas de —— : \\\ <]
agua de una embarcacion (Por \-bﬁ\\\ — =
gentileza de D. José M. Riola I i
Ingeniero Superior del canal de — \Iﬁ:i‘ L :
Experiencias Hidrodindmicas
de El Pardo - Madrid). (b) Proa.
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(a) Perspectiva.

/A

eSS

(b) Plano de forma.
Fig. 25.20.—Ala de avion.

Los perfiles transversales son necesarios para cal-
cular voldmenes de terraplenes y desmontes y realizar
posibles compensaciones de tierras.

25.15. Otras aplicaciones

Las superficies curvas que aparecen en la fabrica-
cién y disefio de mdquinas y prototipos industriales
también se representan, cortdndolos por haces de pla-
nos paralelos. Las secciones (curvas de nivel), asi
obtenidas, determinan los llamados planos de forma
de la superficie que permiten construirla, estudiarla o

modificarla.

En la construccién naval, por ejemplo, la superficie
del casco de las embarcaciones (Fig. 25.19) se repre-
senta por dos o tres clases de secciones de planos
paralelos: las de plano vertical (cuadernas), las de
plano normal a las cuadernas y las de plano horizontal
(lineas de agua o de flotacion).

A veces se utilizan planos de corte horizontal, con
el barco girado un cierto dngulo alrededor del eje lon-
gitudinal (secciones de escoramiento) o planos secan-
tes que pasan por una arista dada.

La figura 25.20 representa el ala exterior de un
avion con alerén y compensador y la figura 25.21, la
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b) Plano de forma

proa de un avién donde se ve la adaptacién de una  D. Manuel Prieto Alberca. Catedrético de la E.T.S. de
i6n casi triangular a otra circular (por gentileza de Ingenieros Aeronduticos).



I1l. SISTEMA AXONOMETRICO

A. AXONOMETRIA
ORTOGONAL

26.1. Generalidades

En los sistemas de proyeccion ya estudiados, dié-
drico y acotado, puede determinarse con precisidn
cualquier elemento de un cuerpo o figura del espacio.
De aqui su nombre de sistemas de medida pero a pesar
de sus grandes ventajas, no permiten apreciar al pri-
mer golpe de vista, las formas, contornos y detalles de
la figura representada.

Para salvar este inconveniente, se utilizan los siste-
mas representativos que vamos a estudiar, el axo-
nométrico y el cénico.

Las imagenes de figuras obtenidas en el sistema
cénico se llamaban perspectivas pero el uso cada vez
mds frecuente de las imdgenes axonométricas ha
hecho que, hoy en dia, se aplique este nombre indis-
tintamente en ambos sistemas.

En el axonométrico, se utiliza el llamado sistema de
ejes coordenados rectangulares (Fig. 26.1), formado
por tres rectas X, Y, Z (ejes coordenados), perpendicu-
lares entre si, dos a dos, y coincidentes con las direc-
ciones principales del espacio, siendo cada uno de
ellos perpendicular al plano definido por los otros dos
(plano coordenado). El plano [XY] se supone colocado
en posicién horizontal y el eje Z, vertical.

Si un punto A del espacio se proyecta ortogonal-
mente sobre los planos coordenados, en A, A,, y A, las
proyectantes AA, AA, y AA, definen un paralelepipe-
do rectdngulo de aristas coincidentes con los ejes

26. PUNTO, RECTA
Y PLANO

coordenados, siendo A el vértice opuesto al punto O
(origen de coordenadas).

Las longitudes OM = x, ON =y y OP = z se llaman
coordenadas de A y determinan la posicién de A en el

c’/
! T
N:‘yo ;’7
—————— s
Y Ho

Fig. 26.1.— Ejes coordenados rectangulares.

espacio. En efecto, conocidas las coordenadas x, y, z
de A, se puede construir el rectangulo OMA N, de
lados x e y, y por A,, trazar el segmento A,A = z para-
lelo a Z, siendo A el punto buscado.

Las proyecciones A, A, y A; se llaman proyeccién
horizontal, vertical primera y vertical segunda, res-
pectivamente.
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26.2. Sistemas axonométricos

a) La representacion de un punto A, en el sistema
axonométrico ortogonal, consiste en referir A (Fig.
26.1) a un sistema de ejes coordenados rectangulares
X, Yy Z, por medio de sus proyecciones A, A,y A;y
luego, proyectarlo todo sobre un plano de proyeccion
o cuadro 7 (plano del dibujo). El sistema axonométri-
co, asi obtenido, se llama ortogonal u oblicuo, segin
que la direccién de proyeccion sea normal u oblicua
respecto al cuadro. En la axonometria ortogonal se
verifica (Fig. 26.2):

Las proyecciones X°, Y’y Z’ de los ejes coordena-
dos son los ejes axonométricos o ejes de referencia del
sistema y su centro O’, la proyeccién de O.

Fig. 26.2.—Representacion axonométrica ortogonal.

Cada punto A del espacio tiene en el dibujo cuatro
proyecciones: la proyecciéon A’ de A, llamada proyec-
cién directa, natural o perspectiva de A y las A}, A;y
A; (proyecciones axonométricas), llamadas proyeccion
horizontal, vertical primera o vertical segunda, res-
pectivamente.

Por ser las proyectantes AA, AA, y AA, paralelas a
los ejes Z, Y y X, sus proyecciones A’A;, A’A, y A’A;
también lo son.

b) Las intersecciones A, B y C de los ejes con el
cuadro m determinan el llamado tridngulo fundamen-
tal o de las trazas, por ser AB, BC y CD las trazas de
7 con los planos coordenados. Como Z es perpendicu-
lar al plano [XY], su proyeccién Z’ es perpendicular a
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Fig. 26.3.—Sistemas de ejes de centros situados detrds
y delante del cuadro.

su traza AB con el cuadro (nim. 5,4-b).
Analogamente, X’ e Y’ son normales a [YZ] y a [XZ],
luego, X', Y’ y Z’ son las alturas del tridngulo de las
trazas ABC y O, su ortocentro.

¢) Por ser X, Yy Z normales entre si, el origen O es
la interseccién de las esferas de didmetros AB, BC y
CA y éstas se cortan, como ya se sabe, en dos puntos
simétricos respecto a =, de proyeccidon O’, distancia-
dos de 7 la longitud O’(0) (obtenida por abatimiento
del triangulo rectingulo AOD), siendo (O) la intersec-
¢ién de la normal O’(0) a X’ con la semicircunferen-
cia de didmetro AD.

Si elegimos el origen O situado detras del cuadro
(Fig. 26.3-a), que es el caso mas general, es vista la
parte superior del plano horizontal [XY] (proyeccién
desde arriba) y si se elige el situado delante de 7 (Fig.
b), es vista la parte inferior de [XY] (proyeccién desde
abajo).

Como se ve, ambos triedros coordenados son simé-
tricos respecto a 'y de proyecciones coincidentes y lo
mismo sucede con los paralelepipedos rectdngulos,
simétricos respecto a & (Figs. ¢ y d), de aristas coinci-
dentes con los ejes o paralelas a ellos (Figs. e y ). En
ambos casos, las caras y aristas vistas en uno son
ocultas en el otro y a la inversa.



d) Si el cuadro o el triedro coordenado se trasladan
paralelamente a s{ mismos, en direccién normal a 7,
las proyecciones no varfan. Los nuevos tridngulos de
las trazas serdn homotéticos, respecto a O’, y se redu-
ciran al punto O’, si el cuadro pasa por O.

Fig. 26.4.— Escalas axonométricas, coeficientes
de reduccion e inclinacion de los ejes.

e) Finalmente, el abatimiento de O sobre el cuadro,
alrededor de AB (Fig. 26.2), es la interseccién (O), de
la normal O’(0), a AB con la semicircunferencia de
didmetro AB, y determina los abatimientos (X) e (Y)
de X e Y. Los abatimientos de los planos [XZ] ¢ [YZ]
se obtienen de forma andloga.

26.3. Coeficientes de reduccion, escalas
e inclinacion de los ejes

a) Dado el sistema de ejes X', Y’y Z’ (Fig. 26.4), aba

26. PUNTO, RECTA Y PLANO

tamos el centro O, alrededor de AB, en (O), como ya
se sabe, y tomemos sobre los ejes abatidos (X) e (Y), a
partir de (O), la longitud unidad u. Al desabatir, se
obtienen las unidades u, y u,, correspondientes a x ¢ y,
0 escalas axonométricas de X e Y. Andlogamente, aba-
tiendo el tridngulo rectangulo COD, en C(0),D, se
obtiene la escala axonométrica u, de Z, la inclinacién
Yde Z respecto al cuadro y la distancia (0),0’ de O al
cuadro.

La imagen de un punto P, de coordenadas x = 1, y
=25y z=1,5, se obtiene, llevando sobre X’, Y’ y Z’
las longitudes u,, 2,5 u, y 1,5 u, que determinan la
perspectiva o imagen axonométrica P’ y las imdgenes
axonométricas secundarias P, P,y P;, también lla-
madas proyecciones horizontal, vertical primera y
vertical segunda, o planta, alzado y perfil, respectiva-
mente.

Los cocientes ¢, = u/u, ¢, = u/u'y c, = u/u se lla-
man coeficientes de reduccion de los ejes y son igua-
les a los cosenos de los dngulos (inclinaciones) ¢, 8 y
Y que cada eje forma con el cuadro.

b) En axonometria ortogonal, la suma de los cua-
drados de los coeficientes de reduccion es igual a 2,
es decir: ¢2 + c? + c? =72

En efecto, en el tridngulo rectingulo C(0),D, se
verifica, siendo ¥y’ = C(0),0’:

c?=uu? = cos’y=sen’y = I-cos?y
y andlogamente:

cZ=uMu?=cos? a=sen* o’ = 1-cos? o’
2 — 12/12 — 2R — 23’ = 2 3
c? = uYu? = cos’p = sen’f’ = 1-cos? B

¢ 24c+c?=3-(costa’+cos2f’ +cos?y’ )=3-1=2 [1]
y z
u? + u? + u?=2u? [2]

puesto que, como se sabe por trigonometrfa, la suma
de los cuadrados de los cosenos que una recta OO’
forma con tres ejes coordenados rectangulares es igual
a la unidad.

¢) Los sistemas axonométricos ortogonales se clasi-
fican en isométrico, dimétrico o trimétrico, seglin que
tengan iguales las tres escalas axonométricas (u, = u,
= u,), sOlo dos (1, = u,) o ninguna o dicho de otro
modo, seglin que las inclinaciones de los ejes con el
cuadro sean las tres iguales (ot = B =) o s6lo dos (o =
Y) o ninguna.

En la figura 26.5, se indican las unidades axonomé-
tricas, los coeficientes de reduccion, los angulos entre
ejes y la perspectiva de un cubo de arista unidad u, en
cada sistema. El de escalas u, : u,: u,=1:1/2: 1esel
dimétrico recomendado por la norma UNE 1 - 031 -
75 B y por la DIN-5 (sistema dimétrico normalizado).

O sea:
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ISOMETRICO

120° 120°

120°

DIMETRICO

126° 5Qete106° 20'
126° 50

128° 102° 50
128°35'

x

u u=1:2/3:1

131°24,

131°24'

TRIMETRICO

107°49'  95° 11

157¢

uu iy, =10:5:9
¢,=098 ¢,=049 ¢,=0,88

108°20' | 95° 11
156° 30

Uouiu,=9:5:10
c,=089 ¢, =049 c,=098

108° 20"

101° 20'

102°45'; 114°55'

142° 20'
uouu,=6:89

=063 ¢, =084 c,=085

18° | 107°

138°
Ui u,=7:6:8

¥

¢, =081 ¢,=070 ¢,=092

Fig. 26.5.—Sistemas isométrico, dimétrico y trimétrico.

26.4. Determinacion de ejes, coeficientes,
angulos y escalas

1°. Se conocen los ejes axonométricos X, Y’ v Z’

2°. Se conocen las escalas axonométricas u, u,y u,

El tridangulo 6rtico del ABC (Fig. 26.6), determinado por
los pies F, G y H de las alturas, goza de las siguientes

(Fig. 26.6). Primeramente se traza, por un punto A de
X’, las perpendiculares a Z’ e Y’ que cortan a Y’y Z’
en By Cy determinan el tridngulo ABC de las trazas.
Luego, como se ha explicado en el nimero anterior, se
abaten los tridngulos OAB y COH, en (O}, AB y
C(O)H, y sobre los ejes abatidos se lleva la escala uni-

dad u.

Al desabatir, se obtienen: las escalas axonométricas
u, u,y u, la distancia O’(0) del centro O al cuadro y
la inclinacién yde Z respecto al cuadro. Los dngulos o

y B se obtienen, abatiendo O alrededor de AF y BG,
respectivamente. Los coeficientes de reduccién son:

c,=coso=ufu;c,=cos B=ufuyc,=cosy=uju
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propiedades (teorema de Schélomilch o Weisbach):

— Los ejes axonométricos X°, Y’y Z’ son bisectri-
ces del tridngulo ortico y se cortan, por tanto, en
el incentro O’ de éste.

— Los lados y el semiperimetro p del tridngulo orti-
co son proporcionales a los cuadrados de las
escalas axonométricas y de la natural, es decir:

GH_HF_ FG_ p oéﬁ_ HF FG (3]

u? uz  uz  u? c? c? c?

¥ t4 x y z

Para que exista tridngulo, el cuadrado de la unidad

axonométrica mayor debe ser menor que la suma de
los cuadrados de las otras dos. Estas propiedades per-
miten hallar los ejes axonométricos, como sigue:



Fig. 26.6.—Determinacién de escalas e inclinaciones de ejes,
conociendo X', Y’ yZ'.

Fig. 26.7.—Determinacion de los ejes, conociendo las escalas
axonométricas u,, u,y u,

a) La igualdad [2] del niim. 26,3 permite hallar la
unidad natural u por la construccién grafica de la figu-
ra26.7-a.

b) Si los segmentos u,, u, y u, dados (u otros de lon-
gitudes proporcionales a ellos) se inscriben en una
semicircunferencia de didmetro mayor que u, como
indica la figura b, sus proyecciones sobre el didmetro
verifican la igualdad {3], por ser:

a/u? = b/u? = c/u?

26. PUNTO, RECTA'Y PLANO

Podemos pues construir el tridngulo értico (Fig. c),
de lados GH = a, HF = by FG = c y sus bisectrices
son los ejes axonométricos buscados.

Mis prictico resulta construir sobre una horizontal
MN (Fig. 26.8) el tridngulo ortico de lados MN = c,
NO’ = ay MO’ = b. Con centro en Ny M se trazan
arcos de radio NO” y MO’ que cortan a NM en Ay B.
Las rectas O’A 'y O’B son los ejes X’ e Y, respectiva-
mente y la normal a NM, trazada por O’, el eje verti-
cal Z’ (nim. 1.799 de la “Geometria” de S. Marmol y
P. Beato).

Fig. 26.8.—Mérodo prdctico de determinacion de los ejes.

3°. Método numérico. Si las escalas axonométricas
u, u,y u, dadas, fueran iguales o proporcionales a 5,
4y 6, por ejemplo, se verifica:

u, u, _u o sea u, 5
5 4 6 u, 6
u, 4 2 e .
y PR y dividiendo por u:
Cx _ 5 Cy —_
=76 y P de donde
Sc, 2c,
Cx- 6 y Cy_ 3
y sustituyendo en la igualdad [1] del nim. 26,3-b:
25¢c2 4c?

+ —2 + ¢2=2, de donde:
36 9

e, =\[22 097 ¢,= 222081 ye,= 2= 0,64
77 6 3

Para que haya solucién debe ser: u? < u? + u?,
como asi sucede, por ser 62 < 52 + 42,

En general, conviene elegir escalas axonométricas
proporcionales a nimeros sencillos y que den imége-
nes poco deformadas, como puede comprobarse en el
cuadro de la figura 26.5. (Ver nims. 27,1 a 27,5 de
n/E. de G.D.).
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26.5. Representacion del punto

En este sistema, los planos coordenados se conside-
ran opacos y los ejes, coincidentes con las direcciones
principales del cuerpo a representar. Los planos verti-
cales [XZ] e [YZ] (Fig. 26.9) dividen al espacio en
cuatro diedros, numerados del 1 al 4, en sentido con-

Fig. 26.9.—Representacion del punto.

El punto queda definido por dos de sus proyeccio-
nes A’ y A, por ejemplo; las restantes se hallan facil-
mente por paralelas a los ejes (paralelepipedo de refe-
rencia). En general, se representa por su perspectiva o
proyeccion directa A’ y una de las axonométricas A,
A, 0 A;] (planta, alzado o perfil).

En la figura, los puntos, B, C y D estan en los trie-
dros (cuadrantes) 2, 3 y 4 superiores, y los E, £ G y
H,enlos 1, 2, 3 y 4 inferiores.

En la figura 26.10, los puntos A y B estan en el
plano horizontal; los C 'y D, en el primer vertical, y los
M y N, en el segundo vertical. En la figura 26.11, los
puntos A, B y C pertenecen a los ejes X, Ze Yy el
OD, coincide con el origen O.

26.6. Representacion de la recta

Las proyecciones de una recta r (Fig. 26.12) son las
rectas que unen las proyecciones homdnimas de dos
puntos M y N de ella. La r’ = M’N’ es la perspectiva
axonométrica o proyeccion natural o directa de ry las
ri=M,N, r, =MN,y r; = M;N, las proyecciones
horizontal, vertical 1%y vertical 2° de r, respectiva-
mente (planta, alzado y perfil).

174

Fig. 26.10.— Puntos de los planos

trario a las agujas del reloj. Estos diedros quedan divi-
didos en ocho triedros por el plano horizontal [XY] y
se designan con el nimero del diedro y la palabra
superior o inferior, segin que esté encima o debajo del
del horizontal. El observador se supone colocado en el
primer triedro superior, de aristas OX, OY y OZ luego
éste es visto y los restantes, ocultos.

B'BB,
o BB,
A-A,
Fig. 26.11.—Puntos incidentes

de proyeccion. con el centro y ejes.

Fig. 26.12.— Proyecciones de la recta.

Si un punto M’ pertenece a una recta r’, sus proyec-
ciones M, M,y M, pertenecen a r,, r, y r; respectiva-
mente.



r'-ry

Fig. 26.13.— Proyecciones de rectas.

Las trazas H,, V) y W, de r con los planos coordena-
dos, denominadas fraza horizontal, vertical 1°y verti-
cal 2¢ de r, respectivamente, se proyectan, por perte-
necer a los planos oordenados, en las intersecciones

Fig. 26.14.—Recta que pasa por O’, corta a X’ o es paralela a él.

de r’ con sus proyecciones, es decir: H =[r’, r]], V)=
{r’, r]]y W =[r’, r;]. Las trazas se designan por su
proyeccion directa solamente, puesto que las otras
coinciden con ella o estdn sobre los ejes axonométri-
CoS.

Si se conocen las proyecciones r’ y r;, por ejemplo,
éstas se cortan en H,. Por otra parte, las intersecciones
de r;con X’ e Y, referidas a r’ por paralelas a Z’, son
las trazas V) y W), respectivamente, que determinan
las proyecciones r, = V/H, y r; = WH,,.

La parte vista de r, situada en el primer triedro
superior, queda determinada por sus trazas vistas H,y
W,

26. PUNTO, RECTA Y PLANO

26.7. Rectas que se cortan

Si dos rectas a y b se cortan (Fig. 26.13), su inter-
serccén [ se proyecta en las intersecciones de sus pro-
yecciones homénimas, es decir:

I'sla’, b’] e

I=la;, b]l.

Fig. 26.15.—Recta normal a it o paralela a él.

26.8. Posiciones de la recta

a) En la figura 26.13, la recta t’-¢; es normal al
plano [XY]; la s’-s/es paralela al [XZ] y la r’-r,, perte-
nece al [ XY].

En la figura 26.14, la recta r’-r; pasa por el origen
O’;las’-s; cortaal eje X', y la t'-;, es paralela a él.

b) Si es proyectante (normal al cuadro &), r’ se
reduce a un punto (Fig. 26.15) y las proyecciones axo-
nométricas r,, v,y r; son paralelas a Z’, Y’ y X’, res-
pectivamente, como puede verse uniendo las proyec-
ciones homénimas de H)y W), coincidentes con r’. La
Unica traza vista H) determina la proyeccién vista r,,
de r, a partir de r’ y en sentido contrario a O’Z’. Las
proyecciones r, y r; son vistas, a partir de H,, y H,,
respectivamente.

¢) Si f° = V;W, pertenece al cuadro, o es paralela a
€l (recta frontal), las perpendiculares desde W)y V/, a
X’ e Y’, concurren en un punto C de Z’, por ser lados
BC y AC del tridngulo de las trazas ABC del plano
paralelo al cuadro que contiene a f.

La paralela al plano XY se llama horizontal, y la
paralela al eje Z, vertical.
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26.9. Representacion del plano

a) Todo plano « (Fig. 26.16) corta al triedro
0’X’Y’Z’, segln tres rectas (trazas) h,, v,y w, (hori-
zontal, vertical 1* y vertical 2*), concurrentes dos a dos

Fig. 26.16.—Representacion del plano.

en puntos de cada eje (o en sus prolongaciones), que
forman el lamado tridngulo de las trazas de o. El
plano queda definido por dos de sus trazas.

Las trazas se designan con la letra del plano coorde-
nado, en mindscula, y la del plano secante o, como
subindice, y quedan definidas por su proyeccion direc-
ta, por pertenecer a los planos coordenados.

Toda recta de un plano tiene sus trazas incidentes
con las del plano y reciprocamente. Si el plano viene
dado por dos rectas m y n que se cortan, sus trazas son
las rectas que unen las trazas homdénimas de la recta,
esdecir, h, =H H yv,=V,)V,.

Para hallar un punto de «, se traza una recta m’-m;
de a y se toma en ella un punto I’-I;. Reciprocamente,
para trazar un plano que pase por un punto [’-I;, se
traza una recta m’-m, que pase por { y luego, un plano
O que pase por m.

b) Rectas notables del plano. Son las paralelas a los
planos coordenados, es decir, la horizontal h, de pro-
yecciones i’ y h; paralelas a h,, y las paralelas m y n
al 1° y 2° vertical, de proyecciones m’, m, y n’, n;
paralelas a v, y w,, respectivamente. Las otras proyec-
ciones (no dibujadas) son paralelas a los ejes.
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Fig. 26.17.— Planos incidentes o paralelos con uno o dos ejes.

26.10. Posiciones del plano

En la figura 26.17, el plano « pasa por eje Y; el
plano B es paralelo a Y’ y el plano y es horizontal
(paralelo at [XY]).

Fig. 26.18.— Plano que pasa por el origen.

En la figura 26.18, el plano « pasa por el origen O,
y sus trazas concurren en O’. Si se conocen v, y w,,
por ejemplo, la traza h, queda definida por la traza H;
de larecta r’-r, de «, paralela al primer vertical.

En la figura 26.19, el plano o paralelo al cuadro
(plano de frente o frontal) y sus trazas h,, v,y w, son
normales a Z’, Y’ y X', respectivamente. Las horizon-
tales de o tienen su proyeccién directa y horizontal
normales a Z’, sucediendo andlogamente con las para-
lelas al 1° o 2° vertical. El plano B, de trazas coinci-
dentes, es proyectante, es decir, normal al cuadro.



Fig. 26.19.—Plano paralelo o normal al cuadro.

26.11. Paralelismo de rectas y planos

Como ya se dijo, el paralelismo es un invariante de
la proyeccion cilindrica, luego se verificara:

a) Si dos rectas r y s son paralelas (Fig. 26.20), sus
proyecciones homénimas son paralelas y reciproca-
mente.

26. PUNTO, RECTA Y PLANO

Fig. 26.20.—Rectas y planos paralelos.

b) Si dos planos & y B son paralelos, sus trazas

homénimas son paralelas y reciprocamente.
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27.INTERSECCIONES,
ABATIMIENTOS Y
PERPENDICULARIDAD.
FORMAS PLANAS

27.1. Interseccion de planos

a) Lo mismo que en diédrica (Fig. 27.1), las trazas con el cuadro m = ABC, y se designa con la notacién
de la recta de interseccion i’-i; de dos planos ay B m, ot,

son las intersecciones W] = [w,, wp] y V] =[v,, v;] de b) Si el cuadro pasa por O’ (Fig. a), la traza t, se
las trazas de ooy B. La otra traza H; coincide con la  halla por medio del plano horizontal [XY] que corta al
interseccion de h, y hg «, segiin A, y al cuadro, segin la paralela r’ a AB, tra-

zada por O’. La interseccién de r’ y h, es un punto P’

de la traza ordinaria. Haciendo lo mismo con el 1*
z vertical, se obtiene el punto Q’ = [v,, s’] que determi-

na la traza t, = P’Q’ que es oculta y paralela a M’N’.

Fig. 27.1.—Interseccion de planos.

b) Si las trazas de o y B se cortan fuera del dibujo o
concurren en un punto O (Fig. 27.2), se traza un
plano auxiliar y (paralelo a uno de los coordenados)

que corta a o y B, segiin las rectas ¢’y r’. El punto de Fig. 27.2.— Caso particular.
corte N’ de r’ y ¢’ determina la interseccién i’ = O’N’
de oy B.

Si o pasa por O’ (Fig. b), se traza un plano [A,B,C]
27.2. Traza ordinaria de un plano (Fig. 27.3) paralelo al cuadro que corta al «, segiin la recta M'N’.
La paralela a M’N’, trazada por O’, es la traza ¢, bus-

a) Es la interseccién r, = M’N’ del plano o, dado, cada.
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Fig. 27.3.—Traza ordinaria de un plano.

27.3. Interseccion de recta y plano

Se halla (Fig. 27.4), haciendo pasar por la recta
dada r’-r, un plano auxiliar f (en este caso, el proyec-
tante de r sobre el 1« vertical) que corta al plano dado

Fig. 27.5.—Abatimiento del plano horizontal.

27.4. Abatimientos de planos coordenados

a) Para abatir el plano horizontal, por ejemplo,

Fig. 27.4.—Interseccion de recta y plano.

o, segin larecta ¢’. El punto de corte I’ de r’ y ¢’ es la
interseccién de ry .

ABATIMIENTOS

sobre el cuadro o sobre otro paralelo a él (Fig. 27.5),
se toma como charnela la traza horizontal AB =h, de
éste (normal a Z’). El abatimiento de O’ es (nim.
26,2-e) la interseccion (O) de la normal O’(0O) a AB
con la semicircunferencia de didmetro AB y determina
los abatimientos (X)=(0O)A e (Y)=(O)Bde Xe Y.

La proyeccion directa y el abatimiento se corres-
ponden en una afinidad ortogonal de eje AB y par de
puntos homoélogos O’ y (O) (nims.2,2 y 2,4-b), siendo
X', (X) e Y, (Y), rectas homodlogas. En esta afinidad,
el abatimiento de una recta que corta a los ejes en C’ y
D’ es su homologa (C)(D); el de los puntos M’ y N’
son sus homdlogos (M) y (N) y el del tridngulo
P’M’N’, el (P)(M)(N).

b) El abatimiento de un punto aislado E’-E; del 2°
vertical, por ejemplo, también se obtiene trazando por
E’ paralelas a Y’ y Z’ que cortan a la charnela HG
(normal a X’), en H y G. El abatimiento de E’ es la
interseccion de la perpendicular E’(E) a HG con la
semicircunferencia de didmetro HG. Esto permite
obtener el abatimiento F'(E) del segmento F'E’, por
ejemplo, tomando como charnela la normal HG a X’,
trazada por F’.
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¢) Este método sirve para abatir segmentos o planos
paralelos a los coordenados, omo puede verse en el
abatimiento del segmento @’ = A’B’, paralelo al 2° ver-
tical (Fig. 27,6-a), o en el del plano « (Fig. b), parale-
lo al primer vertical.

(A)_ -~

(a) Segmento paralelo
al 2° vertical.

(b) Plano paralelo
al ler vertical.

Fig. 27.6.—Abatimiento de planos paralelos a los coordenados.

27.5. Abatimiento de un plano cualquiera

En la figura 27.7, se ha abatido el plano A -w_, sobre
un plano frontal hzvj tomando como charnela la
interseccion r’ = A’B’ de ambos.

Como ya se dijo, el plano o y su abatimiento (o) se
corresponden en una finidad de eje r’. Para hallar un
par de puntos homoélogos, se ha abatido el vértice N
del tridngulo de trazas N’M’I’ de «, por ejemplo,
cuyo abatimiento (N) ha de estar sobre la normal
Ny(N) a r’ y ha de distar de B’ la longitud BN, abatida
sobre el primer vertical en B’(N),.

El arco de centro B’ y radio B’(N), corta, por tanto,

a N)(N), en el abatimiento (N) de N’ y determina el B’

abatimiento (N)(I)(M) del tridngulo de trazas, como
homélogo del N'I'M”.

27.6. Distancia entre dos puntos

En general, la distancia d entre dos puntos A y B
(Fig. 27.8) se halla, abatiendo cualquier plano que
contenga a AB.

También puede hallarse (Fig. a), trazando por B la
frontal BC (siendo B’C’ normal a Z’) y por A, la para-
lela AC al 1* vertical (siendo A;C, paralela a X’) que
corta a BC, en C’-C|. Si ahora se abate el tridngulo
ABC alrededor de B’C’, el abatimiento (A) de A ha de
estar en la normal A’(A) a B’C” y distar de C la longi-
tud [ = AC, abatida en (/) facilmente, por ser paralela
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Fig. 27.7.—Abatimiento de un plano cualquiera.

al 1= vertical (nim. 27,3-c). El arco de centro C’

y

radio ({) = C’(A), corta a A’(A) en (A), siendo B’(A)
(d) el abatimiento de d.

También puede hallarse d (Fig. b), como hipotenusa
de un tridngulo rectangulo cuyos catetos son: la pro

(a) Primer método.

(b) Segundo método.
Fig. 27.8.—Distancia entre dos puntos.

yeccion horizontal A,B, = d,, abatida en (d,), y la dife-
rencia de cotas b’ = B’C’ entre By A (A’C’ paralela a
d)), abatida en (k). Construyendo luego sobre (d,)
como cateto, el otro cateto de longitud (), la hipote-
nusa es la distancia (d) buscada.
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27.7. Recta perpendicular a un plano

Como ya se vi6 en diédrica (nim. 5,4-b), si una
recta r es perpendicular a un plano @, su proyeccion
directa r’ es normal a la traza ordinaria de @, y sus
proyecciones r,, r, y r; son normales a las respectivas
trazas homdnimas de o De aqui, el método para tra

Zl

Fig. 27.9.—Recta perpendicular a un plano.

zar por un punto A’-A; la perpendicular a un plano o
(Fig. 27.9).

Primeramente, se halla la traza ordinaria t, = M’N’
de o con un plano frontal h;-v, siendo r’ la perpendi-
cular a ¢, trazada por A’.

Por ser r, y h,, perpendiculares entre si, el plano ver-
tical f (paralelo a z) trazado por h,, es perpendicular a
r;, luego la proyeccion directa r; de r, es normal a la
traza ordinaria f; de . De aqui, el método: Trazar el
plano vertical B, de traza hj; = h), y hallar su traza
ordinaria t4, siendo r; la perpendicular a f;, trazada por
A} (ver nim: 27,20 de n/E. de G.D.), que permite
hallar la interseccién I’-I;de r y c.

La proyeccién r) también se halla, abatiendo el
plano [XY] alrededor de A, Desde el abatimiento (A,)

PERPENDICULARIDAD

de A (no dibujado) se traza la normal (r,;) a la traza
abatida (h,). Al desabatir, se obtiene r,.

ZI

Fig. 27.10.—Plano perpendicular a una recta.

27.8. Plano perpendicular a una recta

Este caso es el inverso del anterior (Fig. 27.10). El
plano a perpendicular a la recta r’-r;, trazado por un
punto A’-A; dado, queda determinado por su traza
ordinaria t, = V;H, y la horizontal hA’-h; que pasa por
A-A,

Para hallar t, se traza el plano frontal #-v] que con-
tiene a A’-A;, por medio de la horizontal s (de proyec-
cién s’ normal a Z’) cuya traza V determina la traza
v, normal a Y. La normal ¢, a r’, trazada por A’ es la
traza ordinariade o, que cortaa h y v, en Hy V..

Por ser r, perpendicular a h,, el plano vertical
(paralelo a Z), trazado por h,, es normal a r,, luego la
proyeccion directa r, de r, es normal a la traza ordina-
ria t; de B. De aqui, la construccién: Trazar por H, la
perpendicular ¢; a r; que corta a w;, en B’, y determina
el plano vertical B, de traza h; = h}, y la horizontal 4’

B

h,, paralela a h}, de traza W, perteneciente a w,

181



GEOMETRIA DESCRIPTIVA

27.9. Recta perpendicular a otra

Para trazar por un punto A la perpendicular a una
recta r, se abate el plano [A,r] y se traza, en el abati-
miento, la perpendicular buscada a. Al desabatir, se
obtienen las proyecciones a’-a;.

(a) Primer método.

a (h,), trazada desde (A,), es el abatimiento (a,) de a,y
corta a (h,), en (H,), desabatido en H,, que determina
la recta a’-a, buscada.

También podia haberse abatido ¢, alrededor de su
traza ordinaria N’I’ (Fig. b). El abatimiento (h,) de &,
se obtiene, por el abatimento (M) de M’, situado en la
normal M’(M) a la charnela y distante de 7 la longitud

Z

(b) Segundo método.

Fig. 27.11.—Recta de mdxima pendiente de un plano 0y respecto al horizontal.

Como caso particular de éste (Fig. 27.11), vamos a
dibujar la recta de maxima pendiente a’-a; de un
plano A -v,, trazada por un punto A’-A; de o (Fig. a).

Para hallar a; se abate el horizontal [X,Y] y con él,
h,y A, en [(X), ()], (hy) ¥y (A,), respectivamente,
tomando como charnela, la normal 4; a Z’. La normal

27.10. Método general

Para representar una forma de plano ¢, se abate éste
sobre un plano frontal §, tomando como charnela la
traza ordinaria ¢ de o. La proyeccién directa A’ de un
punto A de &'y su abatimiento (A) se corresponden en
una afinidad ortogonal de eje ¢ y par de puntos homd-
logos A’ y (A). Podemos pues dibujar la figura abatida
y hallar su proyeccidn directa (perspectiva), como
homologa de ella en dicha afinidad.

27.11. Perspectiva de un cuadrado

En la figura 27.12 se ha dibujado la perspectiva de
un cuadrado de plano oy vértice A’, cuyo lado AD =
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IM, obtenida en verdadera magnitud en I'M), = I'(M).

Se traza luego por A’ la horizontal #’ de ¢, abatida
en (h), paralela a (h,), y se refiere aellaA’, en (A). La
perpendicular desde (A) a (h,) es el abatimiento (a) de
a, y su pie (H,), desabatido en H,, define la recta a’-a,
buscada. (Ver nim. 27,19 de n/E. de G.D.).

FORMAS PLANAS

[, prolongado, pasa por la traza N’ de Y’ con .

Primeramente se ha trazado el plano frontal Ag-v;
que pasa por N’ y corta a ¢, segin la traza ordinaria ¢
= M’N’ de a. Se abate luego o, alrededor de ¢, por
medio del abatimiento () de I’ (traza de Z con o),
siendo ()N’ = (w,) e (DM’ = (v,) las trazas abatidas.
El abatimiento (/) est4 en la normal (I)I” a t y dista de
M’ 1a longitud MT, abatida en M’(T), = M(I).

La proyeccién directa A’B’C’D’ del cuadrado y su
abatimiento (A)(B)(C)(D) se corresponden en una afi-
nidad ortogonal de eje ¢ y par de puntos homdlogos I’
e (I).

El abatimiento (A) de A’ se ha obtenido, por medio
de la paralela A’E’ a v,, abatida en E’(A), paralela a
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Fig. 27.12.—Cuadro de plano o.

(vy), siendo A’(A) paralela a I'(I)(normal a t).

Sobre la recta (A)N’, se dibuja luego el cuadrado de
lado (A)(D)=ly a partir de él, la perspectiva A’B’C’D’,
como homdloga del cuadrado (A)(B)(C)(D), sabiendo
que los lados homdlogos a’ y (a), b’ y (b), ..., etc.,
concurren en puntos de ¢, y los vértices homélogos
estan alineados en la direccién I’(I).

27.12. Perspectiva de circunferencias

La perspectiva axonométrica ortogonal de una cir-
cunferencia @, de plano ¢, es su proyeccion ortogonal
sobre el cuadro luego, en general, es una elipse @’ de
eje mayor paralelo a la traza ordinaria de o y longitud
igual al didmetro de .

a) Sea la circunferencia @ de centro C y radio R
(Fig. 27.13), situada en el plano horizontal, por ejem-
plo, (o en otro paralelo a él). El eje mayor de @’ es la
perpendicular A’B’ a Z’, de longitud C’A’ = C’B’ =R,
y las paralelas A’M’ y B'M’ a Y’ y Z’ se cortan en un
punto M’ de @’, por ser AMB = 90°.

La elipse @’ puede dibujarse, por tanto, como
homéloga de la circunferencia (@), de didmetro AB
(circunferencia abatida), en una afinidad ortogonal de
eje AB y par de puntos homélogos M’y (M).

Mis sencillo resulta trazar el arco de centro M’ y
radio M'F’ = R que corta al eje menor en F’. La recta
M’F’ corta al eje mayor en N’, siendo M’N’ la longi-
tud del semieje menor C’D’ (ndm. 10,5-3°).

b) El semieje menor C’D’ = C’E’ también puede
hallarse, tomando sobre K(O) la longitud K(S) = R y
proyectandola ortogonalmente sobre Z’, en KS” = C'D’,
o trazando el radio C’G’ de (), paralelo a K(O) y pro-

Fig. 27.13.— Circunferencia de plano coordenado.

yectdndolo ortogonalmente sobre Z’, en C ' E’.
¢) Si la circunferencia @ de centro C y radio R (Fig.
27.14) esta situada en un plano o, oblicuo respecto a

Fig. 27.14.— Circunferencia de plano cualquiera.

los ejes, se halla la traza ordinaria ¢ de & y se traza por
C’ el semieje mayor, de longitud C’A’ = C’B’ = R,
paralelo a ¢.

Se abate luego el plano «, alrededor de ¢, siendo
N’(M) = (h,) el abatimiento de N’M’ = h), obtenido
por el abatimiento (M), de M’, alrededor de k.

En la afinidad ortogonal que relaciona @’ con su
abatimiento (®) alrededor de A’B’, la paralela (D)F’ a
(M)N’ = (h,) tiene por homdloga la paralela F’D’ a h,,
que corta al semieje menor en el extremo D’ del
semieje C'D’.
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28.1. Sistemas axonométricos ortogonales

a) Como ya dijimos en el nim. 26,3-c, los sistemas
axonométricos ortogonales se clasifican en isométri-
cos, dimétricos y trimétricos, segln que tengan igua-
les las tres escalas axonométricas (u, = u, = u,), sélo
dos (u, = u,) o ninguna o dicho de otro modo, segiin
que las inclinaciones de los ejes con el cuadro sean las
tres iguales (@ = § = ), s6lo dos (¢ = ) o ninguna.

En el cuadro de la figura 26.5, pueden verse las uni-
dades axonométricas, los coeficientes de reduccién,
los 4ngulos entre ejes y la perspectiva de un cubo de
arista unidad u, en los tres sistemas.

b) Sistema dimétrico

Entre los muchos sistemas dimétricos que pueden uti-
lizarse, la norma UNE 1-031-75 B y la DIN-5 recomien-
dan (sistema dimétrico normalizado) el de escalas:

uocu,cu,=1:172:1
y aplicando la férmula [1] del nim. 26,3-b:

luego ¢, =c, =2c,

c.\2
cf+( 2") +c2=2 de donde:
cx=cz=—%;/i2 0943 'y ¢,= —\/5—: 0,471

La construccion gréafica de los ejes puede hacerse,
como ya se explicé (nim. 26,4-2°) o por el método
que sigue (Fig. 28.1).

Por ser u, = u, O’A = O’C. El tridngulo ABC de las
trazas es isOsceles y el eje Y’ es bisectriz del dngulo
AOC. Si ahora abatimos el tridngulo AOC, alrededor
de AC, en A(O)C, y hacemos (O)A = (O)C = 1, las
longitudes de ACy O’C son:

W2 2AC

K_C—z\/12+12=\/§y(TC—=O_Cch=lx—3——T
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De aqui, el método a seguir: Trazar un segmento
vertical O’C de longitud arbitraria [ y con centros en
O’ y C, sendos arcos de radios [ 'y 3//2 = 1,5 [ que se
cortan en A. Los lados O'Cy O’A sonlosejes Z' y X’
y lanormal O’M’ a AC, el eje Y'.

131°25;

131°25'

Fig. 28.1.—Sistema dimétrico normalizado.

Los angulos entre ejes se miden en el dibujo o se
deducen de la relacién:
V2 22 3

sen €= _’.C_= ) . 3 = 2

26=97°10 = 97,2°

s
0

@

En la figura de la izquierda se ha dibujado la pers-
pectiva de un cubo en este sistema. (Ver nim. 29,2 de
n/E. de G.D.).



Fig. 28.2.—Sistema isométrico.

¢) Sistema isométrico. Por ser u, = u, = u, (Fig.
28.2), el tridngulo de las trazas ABC es equildtero y
los ejes axonométricos forman entre si dngulos de
120°.

El coeficiente de reduccidn se halla, por la férmula
[1] del ndm. 26,3 b:

2 2 2 —
Cx+Cy+Cz“2] 3¢2=2 de donde:
Cx:Cy:Cz
c=C~ C,=\ /—2— = 0,816
3
z A,
Pias A r

ZA Y x'A. '/\\
- - ‘\‘/ -

\} | X
=AM i

yA .~ i XA -

Ya
N 11
Y A,

Fig. 28.3.—Coordenadas de un cubo.

En el cubo representado en este sistema, la diagonal
que parte de O es proyectante y sus extremos se con-
funden en O’; las aristas paralelas opuestas (vista y
oculta) estdn en prolongacién y el contorno aparente
es un exagono regular. Esto explica que, a pesar de la
sencillez del sistema (por la igualdad de escalas y

28. PERSPECTIVA DE CUERPOS

dngulos), no sea de uso generalizado por carecer de
cierta falta de claridad y representatividad.

28.2. Paso del diédrico al axonométrico

Sea el cubo representado en diédrica (Fig. 28.3), de
arista [ y vértice A, de coordenadas x,, y,, y z, referi-
das al triedro de eje X coincidente con LT y ejes Yy Z,
normales a X, situados en H y V, respectivamente.
Para representarlo en axonometria ortogonal, en un
sistema de ejes dados, se procede como sigue:

1°) Por coordenadas axonométricas (Fig. 28.4).
Primeramente se abaten los tres ejes sobre el cuadro,
alrededor de BC'y DO’, en (X), (Y)y (Z) y se llevan

Fig. 28.4.—Método de coordenadas axonométricas.

sobre ellos las coordenadas reales x, = (0),(M}, y, =
(O),(N)y z, = (O)(P). Refiriendo sus extremos a X’,
YyZ,en M, Ny P’, se obtienen las coordenadas
axonométricas X, = OM’, y,=ON yz,=0P’y
los coeficientes de reduccion:
XA Ya zZy
“Ex YTy Y et
Las restantes coordenadas se hallan numéricamente
(multiplicdndolas por sus respectivos coeficientes de
reduccién) o por segmentos proporcionales, como se
ha hecho en la figura 28.3 con [, L'y ..

El vértice A’-A;] se ha hallado por sus coordenadas
Xx Ya ¥ Z, y los restantes, por paralelas a los ejes, de
longitudes I, [y ..
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paralelos a (O)B y (O)C y el centro Q, en la prolonga-
cién de Z’ y a distancia arbitraria de (0). Se coloca
luego el alzado con los ejes X y Z paralelos a (0),B 'y
(0),D y el centro Q,, en la prolongacién de Y’, a dis-
tancia arbitraria de (O),.

En esta posicidn, la perspectiva A’ de cada vértice
es la interseccion de las paralelas a Z’ e Y’, trazadas
por A, y A,, respectivamente.

Fig. 28.5.—Método de traslacion paralela.

Noétese que B(O) = B(0),, por ser abatimientos de

BO, luego (0), se obtiene mds facilmente, como inter

Fig. 28.6.—M¢étodo de paso a diédrico de cuadro horizontal.

2°) Por traslacién paralela (Fig. 28.5). Supon-
gamos el problema resuelto. Si abatimos el plano hori-
zontal [BOC] sobre el cuadro [DBC] en [B(O)C], el
abatimiento (A,) de A; estaran sobre la paralela A)(A,)
a Z’ y sus coordenadas respecto a (X) e (Y) son los
abatimientos (x,) e (y,) de X}, e y,, respectivamente.

Si ahora trasladamos la planta abatida, paralelamen-
te a s{ misma, en direccién Z’, la longitud arbitraria
(0)Q, se obtienen los ejes X e Yy laplanta A,

Haciendo lo mismo con el primer vertical y traslan-
dando el abatimiento en direccién Y’, la longitud arbi-
traria (0),0Q,, se obtienen los ejes X y Z y el alzado A,.
De aqui, la construccién:

Abatir los planos [BOC] y [BOD], en B(O)C y
B(0),D y colocar la planta del cubo, con los ejes X e ¥
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seccion de Y’ con el arco (no dibujado) de centro B 'y
radio B(O).

3°. Por paso a diédrico de cuadro horizontal (Fig.
28.6). El cubo se refiere a un sistema diédrico cuyo
plano horizontal coincide con el cuadro, trazado por
0. El plano vertical es paralelo al eje Z y la linea de
tierra (dibujada a la derecha) es paralelaa Z’.

En este sistema diédrico, la direccién de proyeccién
d, es vertical (normal a LT) y la proyeccion horizontal
del cubo es su perspectiva; el eje Z es la frontal Z’-Z”,
de proyeccion vertical Z”, inclinada el 4dngulo ¥ res-
pecto a LT y el plano XY es un plano de canto de traza
vertical OA ), normal a Z”’.



El abatimiento (C) de un punto C’-C” del eje Y,
permite trazar los abatimientos (Y) = O’(C) y (X) de
los ejes y dibujar la planta del cubo abatida. Al desa-
batir, se obtienen las proyecciones A;-A7de Ay las A’-
A”y P’-P” de los vértices A y P y a partir de éstos,
las de los restantes vértices, como se ve en la figura.

El 4ngulo y también se obtiene directamente, a
partir del coeficiente de reduccién c,, por ser cos ¥ =
O°D’/{O)D’ = c,, luego y= arco cos c,. En el siste-
ma dimétrico normalizado:

Y= arco cos ¢, = arco cos 0.943 ~ 19,5°
y en el isométrico: a = 8= y= arco cos 0,816 ~ 35,3°

4° Por paso a diédrico de plano horizontal XY (Fig.

28. PERSPECTIVA DE CUERPOS

28.7). Se basa en tomar como plano horizontal de dié-
drica el [XY] y como vertical, el proyectante del eje Z
(normal al cuadro) o uno paralelo a él. La interseccién
de ambos planos (linea de tierra) es la recta OH abati-
da en (O)H’, siendo (O)D = (Z). Si trasladamos el
triangulo D(O)H’, paralelamente a si mismo, en direc-
cién (O)O’ una longitud arbitraria (0O)Q, se obtiene el
tridngulo DOH. La recta QH es ahora la nueva linea
de tierra y la paralela d, a (O)O’, el abatimiento de la
direccién de proyeccién (normal al cuadro), contenida
en el vertical.

Las proyecciones diédricas de un punto N del eje Y
se obtienen, trazando por N’ la normal a Z’ que corta a

Fig. 28.7.—M¢étodo de paso a diédrico de plano horizontal XY.

LT, en N,, y tomando sobre la normal NN, a LT, la
longitud NN, = N)N’, siendo N, y N, = N, las nuevas
proyecciones de N que permiten trazar el eje Y, =QN,,
elX,=0X,(normala Y))yel Z,= QD.

Las proyecciones A;-A, de un punto A’-A; se hallan,
trazando por A; la normal a Z’ que corta a LT, en A,
Sobre la normal A A, a LT se toma luego A A, = AJA;
y se prolonga hasta cortar a lanormal A’A,a Z’, en A,,
siendo A A, = OP, = (O)(P) = z,. De aqui, la construc-
cién:

Una vez abatido el tridngulo DOH en DQH, se
dibujan los ejes X, Y yv Z, como se ha explicado y
luego, la planta y alzado del cubo, dado por sus coor-
denadas. La proyeccién A; del vértice A se halla, tra-
zando por A, la normal a Z’, al que corta en A, y
tomando luego A’A; = AA,. La perspectiva A’ es la
interseccidn de AjA’ (paralela a Z’) con A,A’ (normal a
Z’). Los restantes vértices se obtienen de forma analo-

ga.
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(a) Puntos vistos en recta proyectante. (b) Aristas vistas de un tetraedro.

Fig. 28.8.— Partes vistas y ocultas.

._T__
1
I

(d) Vista inferior. (e) Vista inferior.

Fig. 28.9.—Caras vistas de una pieza.

28.3. Partes vistas y ocultas (Fig. 28.8)

a) Dos puntos A’-A; y B’-B;, de perspectivas coinci-
dentes A’ = B’ (Fig. a) determinan la recta proyectante
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r = AB (normal al cuadro). En proyeccién ortogonal,
para que el triedro OXYZ sea visto en la proyeccion
desde arriba, el observador (centro de proyeccién) se
supone colocado en el punto impropio [ de la direccién r
= AB'y sus proyecciones I}, I; e I} son los puntos impro-
pios de r}, r; y r; en el sentido de las flechas, o sea, el
contrario del sentido positivode losejes Z’, Y’ y X'

|
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{
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(a) Proyeccién (b) Pieza (c) Pieza superior.
diédrica. inferior.
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P : : I | X
] | Yy
(d) Perspectiva normal. (e) Perspectiva con las dos caras

de acoplamiento vistas.

Fig. 28.10.— Acoplamiento de dos piezas.

Segun esto, de los dos puntos A y B, es visto el mas
préximo al observador, o sea, el B, de proyeccion B;
mas proxima a [; y si las proyecciones C; y D; de
otros dos puntos estdn al otro lado de Y’, es visto el
C’ de proyeccién C; mds proxima a /.

Esto se aplica para determinar las aristas vistas del
tetraedro A’B’C’D’-A;B,C,D; (Fig. b). El contorno
aparente de la perspectiva es el cuadrilatero perimetral
A’B’C’D’, de aristas vistas. Para ver cual de las aristas
A’C” o D’B’ es vista, se traza por su interseccién M’
la recta proyectante M’N’ que corta a éstas, en M’-M,;
y N’-N,, respectivamente, siendo visto N’-N;, luego
DB es la arista vista.



En proyeccion horizontal, el contorno aparente es el
cuadrilatero A;B,C;B;. La vertical que pasa por la
interseccion de A)C, y B;D] corta a éstas, en E y F,
respectivamente, siendo visto E’-E; por ser de mayor
altura, luego AC es vista y DB, oculta.

b) En la figura 28.9 se han dibujado cuatro perspec-
tivas dimétricas, de escalas u, :u, :u, =1:3/4:1 (ver
cuadro, Fig. 26.5), de la pieza representada en diédrica
(Fig. a) cuyas caras prolongadas determinan un para-
lelepipedo rectingulo de vértices opuestos A, C' y B,
D.

Los triedros del paralelepipedo que aparecen vistos
en cada perspectiva, son los de vértice A (Fig. b), B
(Fig. ¢), C (Fig. d) y D (Fig. e). De este modo, con dos
perspectivas pueden verse “las seis caras” del parale-
lepipedo, utilizando triedros [XYZ], y [X,Y,Z,], simé-
tricos respecto al cuadro de centros O y O, situados

(@)

Fig. 28.11.—Perspectiva de cubierta plegada laminar.

28. PERSPECTIVA DE CUERPOS

detras o delante de .

¢) En los acoplamientos de piezas (Fig. 28.10-a, b y
¢), las partes salientes de cada una se introducen en
los entrantes de la otra, como sucede en las ensambla-
duras, uniones, tornillos y tuercas, etc.

Para representarlas (Fig. d), suelen dibujarse por
separado pero correspondiéndose las partes que han
de acoplarse en la direccién del acoplamiento (vertical
en este caso).

Para que las superficies de acoplamiento de cada
pieza sean vistas, (Fig. ), se dibuja la vista superior
de la pieza inferior (b) y la vista inferior de la pieza
superior (c), tomando como ejes X, Y, y Z, los simé-
tricos de X’, Y’ y Z’ respecto al plano proyectante de
traza ordinaria normal a Z’ y ambos tienen los mismos
coeficientes de reduccion, lo cual permite representar
el acoplamiento vertical de las piezas.

REPRESENTACION DE CUERPOS

En lo que sigue, dibujaremos las perspectivas de
varios cuerpos, aplicando los métodos expuestos
(nim. 28,2).

28.4. Poliedro

En la figura 28.11 se ha dibujado la perspectiva
axonométrica de una cubierta plegada (Fig. a) de
espesor despreciable, planta ortogonal y caras triangu-
lares AVQ, QVD, DVP, ..., etc., en un sistema dimétri-
co de ejes dados X, Y’, Z’ (Fig. b).

Las escalas axonométricas a, y b, (Fig. b), obteni-
das por abatimiento del plano horizontal [X,Y], en (X)
(Y), permiten dibujar aparte (Fig. c) la planta de la
cubierta y luego, los vértices superiores, de altura a, +
b,, por ser un sistema dimétrico, de escalas a, = a, y
b, = b,. Solo queda unir los vértices que determinan
las aristas de la cubierta.
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28.5. Piramide

En la figura 28.12 se ha dibujado la perspectiva
axonométrica de un molde de chapa de espesor des-
preciable (Fig. a), formado por una superficie tronco
piramidal, de vértice V,-V,, altura H y base exagonal
regular de centro O,-O, y radio R.

La perspectiva de ejes X’Y’Z’ se ha dibujado, a
escala doble, por paso a diédrico de plano horizontal
[X, Y] (ndm. 28.2-4°), abatiendo previamente (Fig. b)
eleje Z,en S’(0) =[Z], como ya se sabe.

A continuacion, se traza aparte un punto arbitrario
O’, como centro del triedro X’Y’Z’; la normal 0’0" a
Z’; la nueva linea de tierra (paralela a (O)T)) trazada
por un punto O” de O’0O” y la nueva proyeccién Z”

de Z, paralela a (0)S’. La nueva proyeccién Y” de ¥
se determina, tomando 0”7, = (O)T,y T,T =TT,
siendo Y”=0"T)y X”, perpendicular a Y”.

Se traza luego el semiexdgono regular E”A”B”D”,
de diagonal D”E” = D’E’ = 2R. La interseccién A, =
B,de A”B” y LT se refiere a Z’, en A, que determina
la imagen A'B’ de AB, tomando A)A” = AJB’ = A B”.
Los restantes vértices son los simétricos de A" y B,
respectoa O’.

Si ahora se toma sobre e” = Z”, O7V" = 20,V,y
O’C’=2H y se refieren V' y C”aZ’,en V' y C’, se
obtienen las aristas laterales V’E’, V’A’, .., etc., que
cortan a las paralelas a las diagonales O’E’, O’A’, ...
de la base, trazadas por C’, en los vértices superiores
del molde.

A

(@) (b)

Fig. 28.12.— Perspectva de molde troncopiramidal.

28.6. Cilindro

La figura 28.13, representa la perspectiva axonomé-
trica de una tuberia cilindrica de revolucién, de eje e’-
e; y radio R, que atraviesa el suelo XY y la pared XZ
de una sala de maquinas.

El plano meridiano vertical ¢ de la tuberia, normal
al [X,Y] corta al cilindro, segtin las generatrices a y g
(distanciadas de e la longitud R) que cortan a 4, en los
extremos del eje mayor AG de la seccién 6 de plano
[XY]. El semieje menor, normal a h, es OB = R. De
aqui, la construccién (Fig. auxiliar):

Por un punto P’ de Y’ se traza: el eje e’-¢;, el plano
vertical « de traza h, = e; y el cuadro de traza V. Se
abate luego o alrededor de su traza r’ con el cuadro,
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siendo P’(E;) y P’(E) los abatimientos de A,y e. El
abatimiento (E,) se obtiene por su distancia P’E, a P’,
abatida en P’(E)), = P’(E,) o como punto de la semi-
circunferencia (no dibujada) de diametro P’K.

La generatriz abatida es la paralela (g) a (e), a dis-
tancia R de (e) que corta a (h,), en (S), desabatido en
S’. Finalmente, se traza la normal I’(N) a (h,), y se
toma sobre ella la longitud I’(M) = R, desabatida en
’'m’.

Los segmentos Q’G’ y Q’B’, paralelos e iguales a
P’S’ e I’'M’, respectivamente, son didmetros conjuga-
dos de ¢ que permiten dibujarla.

La seccién ¢, de plano [X,Z] se corresponde con ¢’
en una afinidad de eje X’ (interseccidén de los planos
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Fig. 28.13.—Perspectiva de tuberia cilindrica de revolucion.

de oy 0,) y par de puntos homdlogos Q’ y O, (trazas
de ¢’). Los homélogos de Q’A’ y O’B’ son dos semi-
diametros conjugados Q A,y Q.B, de ©..

Fig. 28.14.— Perspectiva de cono de revolucion.

Finalmente, las generatrices de contorno aparente
son las tangentes comunes a & y O,, paralelas a e’ y
distantes de €l 1a longitud R.

28.7. Cono

a) En la figura 28.14, se ha dibujado la perspectiva
axonométrica, de ejes X’, Y’, Z’, de un cono de revolu-
cién de altura H=2h y base circular, de centro Q’, y
radio R.

La perspectiva @’ de la base ®, abatida en (®),
puede dibujarse por conocerse el eje mayor A’B’ = 2R,
normal a Z’, y el punto M’ (interseccion de las parale-
las A’M’ y B’M’ a X’ e Y’). La longitud Q°C del otro
semieje se obtiene, como proyeccién ortogonal O’D’,
sobre Z’, del radio O’D, de (w), paralelo a (O)T, o tra-
zando el arco de centro M’ y radio R que corta a Z’, en
K y determina la longitud M’N’ = Q’C’ del semieje
(nim. 27,12).

La altura V’Q’ = 2h, se obtiene abatiendo Z, en (Z)
=(0)S, y las generatrices g’ y f* de contorno aparente
del cono, trazando desde V’ las tangentes a @’.

Como ya se sabe, @’ se corresponde con (®) y con
la circunferencia w,, de didmetro C'D’, en dos afini-
dades ortogonales de ejes A’B’ y C’D’, 1o cual permite
hallar el punto 7" de tangencia de g’ y @', trazando la
tangente g, = V'T, a w,, en T, y la perpendicular 7,7 a
Z’ que corta a @’ en T’ o mds exactamente, como

interseccidn de las paralelas a A’B’ y Z’, trazadas por
T,y T, respectivamente.
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b) La figura 28.15 representa la perspectiva dimé-
trica normalizada (a escala doble) de un lapiz, de sec-
cion cuadrada (Fig. a), y mina de didmetro 2r, someti-
do a un afilado cénico de generatriz inclinada el dngu-
lo O respecto al eje. La superficie conica del afilado es
cortada por las caras del prisma, segun hipérbolas y el
plano de la base ¢ corta al prisma, segin el cuadrado
ABCD, inscrito en la circunferencia o. La altura H del
cono se halla, como cateto del tridngulo rectingulo de
angulo 0 y cateto opuesto d/2 y las longitudes axo-
nométricas [, Iy H, (Fig. b), por abatimiento del
plano [X,Y], como ya se sabe.

| { fo— d/2 —4
——|2r|~—/
@,
d
/

Cono de afilado. Primeramente se dibuja la pers-
pectiva del cuadrado ABCD, de lados A’B’ =21y
B’C” = 2I;, paralelos a X’ e Y’ y luego, la de la circun-
ferencia circunscrita o que es la elipse ¢’, definida por
los semididmetros conjugados O A’ y O’ B’ (nim.

10,6) o por el semieje mayor O’E’ =d, normala Z’, y
por el punto B’ como se ha explicado.

La altura del cono es V'O’ = 2H = 2H, y la del
cono de afilado de la mina 2h]. Las generatrices de
contorno aparente son las tangentes a ¢’, trazadas
desde V.

(RPN

cj\

(c)

Fig. 28.15.— Perspectiva de afilado cénico.

Secciones planas. La seccidén @ de la cara que con-
tiene a AB es una hipérbola que puede dibujarse, por
puntos, por planos secantes que pasen por O’V’. Asi, el
de traza O’Q’ corta al cono, segin la generatriz V’Q" y
a la cara del prisma, segiin la vertical P,P’ que corta a
V’Q’, en un punto p’ de @’. También puede hallarse
como homdloga de ¢’ en una homologia de eje A’B’
(interseccion de los planos de oy @), centro V' y par
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de puntos homdélogos P’y Q.

Las asintotas m’ y n’ pasan por W’ (interseccién de
PP’ con la paralela V’'W’ a O’Q’) y por las intersec-
ciones M’y N’ de A’B’ con las paralelas a Y’ (tangen-
tes a 0”), trazadas por los extremos del didmetro F”G’
paralelo a X’ y han de ser paralelas a las generatrices
V’F’y V’G’. Las restantes secciones se hallan de

forma anéloga.



28. PERSPECTIVA DE CUERPOS

Fig. 28.16.— Perspectva de la esfera.

28.8. Esfera

En la figura 28.16, se ha dibujado la perspectiva
axonométrica, de ejes X', Y’y Z’ (Fig. b), de una esfe-
ra de centro O’ y radio R, la del ecuador de plano
[X, Y], la del paralelo de altura H y la del meridiano de
plano o

La perspectiva se ha hallado, por paso a diédrico de
cuadro horizontal (mim. 28,2-3°), hallando previamen-
te la inclinacién yde Z con el cuadro, por abatimiento
de Z.

El contorno aparente de la esfera (Fig. a) es la cir-
cunferencia @’- ®” situada en el cuadro. El ecuador es
la elipse 0°, de semieje mayor O’A’ = R, normal a Z’,

y semieje menor O’B’, determinado por la normal
O”B” aZ” (paralelo a (Z)).

El paralelo A’ de altura H se obtiene, trazando la
normal A” a Z” (a distancia H de ¢”) y refiriendo E”
aZ’,en E’siendo C’D’ = C”E” y C’E’ los semiejes
de A’. Los puntos de tangencia de A’ y @’ son los de
corte T-T” y Q’-Q” de A” con el cuadro @”.

El meridiano vertical de traza O’M’ = h/, se proyec-
ta segun la elipse ¢’, de semididmetros conjugados
O’M’ y O’N’. El eje mayor O’I’ es interseccion del
plano ¢ con el cuadro y puede hallarse, por medio de
la recta MS, de proyeccién M”S”, que corta al cuadro
®”, en I”, o como paralela a la fronta f del plano
(Fig. b). (Ver cdps. 27 a 30 de n/E. de G.D.).
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B. AXONOMETRIA
OBLICUA

29.1. Axonometria oblicua. Generalidades

Como ya dijimos en el ndm. 26,2-a, si la direccién
de proyeccidn es oblicua respecto al cuadro, se obtie-
ne la proyeccion axonométrica oblicua.

En esta proyeccion, las unidades axonométricas o
escalas u, u, y u, no se deducen de los ejes, como en
la axonometria ortogonal (nim. 26,3), sino que los
ejes y escalas se eligen arbitrariamente, en virtud del
teorema de Pohlke que podemos enunciar asi:

Tres segmentos coplanarios (no dibujados) O’A,
OB’ y O°C’, de extremo comiin O’ y longitudes y
direcciones arbitrarias, no coincidentes las tres, son
proyecciones paralelas de tres aristas OA, OB y OC
de un cabo de vértice O.

Segtin ésto, podemos elegir los ejes y escalas que
mas nos interesen para que la perspectiva resulte clara
e intuitiva, en cualquiera de los tres sistemas (trimétri-
co, dimétrico e isométrico), como se ve en los tres
cubos de la figura 29.1, representados con los mismos
ejes y distintas escalas.
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29. ABATIMIENTOS,
PERPENDICULARIDAD.
FIGURAS PLANAS

29.2. Plantas auxiliares semejantes a las reales

Dada la dificultad que existe en axonometria obli-
cua para hallar la direccién de proyeccion y abatir for

(c) Isométrica
uousu,=1:1:1

(a) Trimétrica
u;:u:u,=18:15:20

(b) Dimétrica
uiusu,=4:3:4

Fig. 29.1.— Perspectivas axonométricas oblicuas de un cubo.

mas planas, se prescinde de dicha direccion y de la
longitud real del segmento unidad y se recurre a plan



tas (o alzados) semejantes a las reales, llamadas plan-
tas auxiliares semejantes, como vamos a ver (nims. 6
y 9 de la “Representacion de las Estructuras
Constructivas” de A. Cheéorghiu y V. Dragomir).

Sea X = ABC (Fig. 29.2) un tridangulo de plano o y
X’ = A’B’C’, su proyeccidn oblicua sobre el cuadro 7.
Si trasladamos X, paralelamente a si mismo, en la
direccién de proyeccién d, = AA’, hasta que A coinci-
da con A’ y abatimos el nuevo tridngulo 2, = A’B,C,,
de plano f3, sobre el cuadro, alrededor de su traza #;
(paralela at,), en (X)) = A’(B,)(C,), la proyeccién X’ y
el abatimiento (X)) de X, se corresponden (nim. 2,3-b)
en una afinidad de eje #3 y par de puntos homdlogos ¢

Fig. 29.2.—Planta auxiliar A’ B’ C”’
semejante a la real ABC.

de X, y lo mismo sucede a la inversa.

Asi, la perspectiva oblicua £’ de un octégono regu-
lar de vértices consecutivos A’, B’ y C’ (Fig. 29.3-a)
se halla facilmente, trazando el octégono regular X,
de lado A°B’, homélogo de T’ en una afinidad de eje
A’B’ y par de puntos homélogos C’ y C,. La perspecti-
va se halla de forma inmediata por el paralelismo de
lados y cuerdas, como se ve en la figura (ver ndim.
31.17 de /E. de G.D.).

Otro ejemplo: si se conoce (Fig. 29.3-b) la proyec-
cién oblicua A’B’C’ de un tridngulo rectangulo ABC
(no dibujado), de cateto BC = AB/2, y se quiere dibu-
jar la imagen eliptica de la circunferencia ® circuns-
crita a él, se construye, sobre A’B’ como cateto, €l

(a) Octégono regular.
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Cy(C,).

Si ahora giramos (X)), en el cuadro, alrededor de A’,
hasta la posicién (Z)’, de lado A’(B,)’ coincidente con
A’B’, el tridngulo ()’ no es afin de ¥, pero si traza-
mos la paralela B’C”" a (B,)’(C,)’” hasta cortar a
A (C,)), en C”, el triangulo X" = A’B’C” es homotéti-
codel (Z,) (ignalal )y afindel ¥’ =A’B’C".

Esto demuestra que dada la proyeccién oblicua %’
de un tridngulo X de forma conocida, perteneciente a
una figura plana F, si se construye, sobre A’B’ como
lado, un tridingulo X”, semejante a %, la afinidad de eje
A’B’ y puntos homdlogos C’ y C”, existente entre X’
y X7, permite dibujar la proyeccion oblicua F’ de F,
como afin de F” (semejante a F), construida a partir

//’ =~ \0
rd
// // / \\0)
/ - / 0
D~ / \\
I / o' \.
I
1 “Q !
\ Q= !
/
]
B'N A
\\ !
~ E' P4
Eog~~weu--"~

(b) Circunferencia circunscrita
a un tridngulo.

Fig. 29.3.—Trazado de perspectivas por plantas auxiliares.

tridngulo rectidngulo A’B’C,, semejante al ABC, de
cateto B'C, = A’B’/2, y se traza la circunferencia ®,,
de didmetro A’C,. El tridngulo A’B’C, y la circunfe
rencia circunscrita a él, son afines del tridngulo
A’B’C’ y de la elipse buscada @’, en una afinidad de
eje A’B’ y par de puntos homélogos C’ y C,. El homé-
logo del centro Q, de ®, es el centro O’ de ®’, y los
homélogos de los didmetros A°C, y D E, de w,, per-
pendiculares entre sf, son didmetros conjugados A°C’
y D’E’ de @', que permiten dibujarla.

A continuacion, se exponen dos métodos pricticos
para dibujar perspectivas y pasar, de la planta dada en
axonometria oblicua, a otra auxiliar semejante a la
verdadera y a la inversa.
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29.3. Método de falso abatimiento

Sean O'A’ =u,, OB’ =u,y O’C’ = u, (Fig. 29.4)
las aristas del cubo unidad. Tracemos por O’ la per-
pendicular a X’ y tomemos sobre ella los segmentos
O’B, = O’C, = u,. Los cuadrados de vértices A’, O’,
B,y A’, O’, C,son la planta y alzado auxiliares seme-
Jantes del cubo unidad y se corresponden con la planta
y alzado axonométrico (paralelégramos de vértices A’
0’, B’y A’, O, C’) en dos afinidades, de eje comiin
X’ y par de puntos homélogos B’, B,y C’, C,.

Las plantas auxiliares parecen abatimientos de las
axonométricas. De aqui el nombre de falso abatimien-
fo con que se conoce este método.

Fig. 29.4.—Método de falso abatimiento.

Para hallar la perspectiva 2’ de ejes X, Y’y Z, de
una pieza dada por sus proyecciones diédricas %, y X,,
se coloca la linea de tierra paralela a X’. La perspecti-
va A’-A,; del vértice A se halla, trazando por la inter-
secciéon K de A)A, y LT, las paralelas KAy KA;a Y’y
Z’ y refiriendo a ellas A, y A,, por paralelas a d, =
B’B)y d,= C’C, se obtienen las proyecciones A;y A,
que definen el punto A’ y a partir de €l, los restantes
vértices.

Inversamente, para hallar las plantas auxiliares
semejantes de una perspectiva X’ dada, de ejes X', Y’
y Z’, se traza la linea de tierra paralela a X’ y, por la
proyeccion horizontal A; de A, paralelas a Y’ y d, que
cortan a LT, en K, y a KA, (normal a LT), en A,. Se
traza luego por K, la paralela a Z’ y por A’, la paralela
a Y’ que se cortan, en A, y por este punto, la paralela a
d, que determina, sobre A K, la otra proyeccion A, de
A y a partir de éste, los restantes vértices, como se ve
en la figura.
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29.4. Método de plantas independientes

Sean OB’ = u,, O'A’ =u,y O'C’ = u, las aristas
del cubo unidad de ejes X, Y’ y Z’ (Fig. 29.5). Para
hallar la planta auxiliar de la planta axonométrica A;
del prisma A’ (Fig. a), se trazan por A’ y B’ paralelas a
Z’ y una normal a Z’ que corta a las paralelas y a Z’,
en M, Ny O, respectivamente. Sobre las paralelas se
llevan luego los segmentos NB, = OM =my MA, =
O.N = n que determinan dos tridngulos rectdngulos
AMO. y O)NB,, iguales y de hipotenusas O A,y OB,
perpendiculares entre si. Las paralelas a los ejes X, =
OB, e Y, = OA, trazadas por A) y B, determinan la
planta auxiliar P;, del vértice P; y a partir de él, los
restantes (ndm. 38 de la “Geometria Constructiva” de
F. Hohenberg).

Fig. 29.5.—Meétodo de plantas independientes.

La planta obtenida A}, es semejante a la real A, del
prisma y se corresponde con Aj en una afinidad de
direccién Z’ y pares de puntos homdlogos O’, O); A’,
A}y B’, B, que permiten dibujarla.

El azado auxiliar Aj, de la proyeccion vertical A se
obtiene de forma andloga, como indica la figura.



Inversamente, si dos proyecciones ortogonales (o
axonométricas) de un objeto (dibujadas a la misma o a
distinta escala) se colocan en posiciones arbitrarias 3},
y X, (Fig. b), se obtiene una perspectiva axonométrica

oblicua, por medio de paralelas a dos direcciones arbi-

AXONOMETRIA FRONTAL

CABALLERA

S
N
FARN Z

Y X
c;,=3/4
yd z
X X
Y Y
Il
[
| ¥
DE HEJDUK cy= 1 =1

Fig. 29.6.— Perspectivas frontales.
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trarias Z’' e Y’ y una vez elegidas éstas, la interseccién
A’ de las paralelas a Z’ e Y’, trazadas por un punto A,,-
A, de X, determina la direccién O’A’ = X’ del tercer
eje. (Ver cap. 31 de n/E. de G.D.).

PERSPECTIVA FRONTAL

29.5. Generalidades

Axonometria frontal es una axonometria oblicua,
con un plano coordenado coincidente o paralelo al
cuadro. Segiin que el cuadro coincida o sea paralelo al
[XZ] o al [XY] la perspectiva se llama caballera o
militar.

Los ejes paralelos al cuadro se proyectan en verda-
dera magnitud por lo que sélo se utiliza el coeficiente
de reduccioén c, o c, del tercer eje (perspectiva dimétri-
ca).

La figura 29.6 es un ejemplo de perspectiva caba-
llera y militar de dngulos ZY’ = Z’Y y coeficientes ¢, =
¢, =3/4.

La perspectiva de Hejduk (Fig. inferior) es un caso
particular de perspectiva isométrica frontal (caballera
o militar) de dngulos ZY’ = Z’Y, utilizada moderna-
mente en Arquitectura para representacién de vivien-
das. De aqui el nombre de perspectiva caballera-mili-
tar, dado por el profesor Sanchez-Gallego en su
“Geometria Descriptiva para Arquitectos” (tomo 3),
publicada por la Escuela Técnica Superior de
Arquitectura de Barcelona.

29.6. Perspectiva caballera
Se utiliza en el dibujo técnico para representar cuer-

pos o dispositivos con figuras paralelas al cuadro, por
proyectarse éstas en verdadera magnitud. El cuadro se
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Fig. 29.7.— Perspectiva caballera.

coloca generalmente coincidente (o paralelo) con el
primer vertical (Fig. 29.7-a). En esta posicion, los ejes

4

N X ELY
X ‘D“X X
g0°o << X < 180° Y'a=90° oeC A< 90°
A B A/ v B
____________ e
D c D I
A B
LX
) X-Y
R=1/2 S
oL =0°

oL=270° 270°<C X < 360°

Y,1800< X <270°

Fig. 29.8.—Perspectiva de un cubo con distintos dngulos a=XY.

X’y Z’ coincidan con el cuadro, luego:
X=X'yZ=7Z" u=u,=u y c=c,=1
Como la proyeccién Y’ del eje Y, normal al cuadro,
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es arbitraria, para determinar la perspectiva hay que

dar la direccién de Y’ y el coeficiente de reduccién:
¢,= OA’/OA = ufu = cotg €

siendo € el dngulo que la direccién de proyeccién d,

forma con el cuadro.

Si abatimos el tridngulo rectingulo OAA’ sobre el
cuadro, alrededor de Y’ (Fig. b), el abatimiento (A) de
A estard en la normal O(A) = (Y) a Y, a distancia O(A)
= u de O. El abatimiento (d)) = (A)A’ de la direccién
de proyeccidn, determina la inclinacién € de ésta con el
cuadro.

En la practica, los coeficientes de reduccién mds
utilizados para que la perspectiva resulte natural y
proporcionada, son: 1/2, 2/3 y 3/4 y los dngulos de Y’
con los ejes, los que pueden tomarse con la escuadra y
cartabon, es decir, 30°, 45° y 60°.

En la figura 29.8, pueden verse las parte vistas y
ocultas de las perspectivas de un cubo, dibujadas con
distintos dngulos & = XY. La perspectiva normalizada
utiliza un coeficiente de reduccién R =c, = 1/2 y un
dngulo XY = 45° (norma UNE 1-031-75).

Fig. 29.9.—~ Perspectiva militar.

29.7. Perspectiva militar

Su nombre se debe a haberse utilizado inicialmente
por los ejércitos de Napoledn en el disefio y represen-
tacion de fortificaciones, habiéndola mantenido celo-
samente guardada durante afios, como secreto militar.
Se utiliza pra representar formas de poca altura, en
relacién con su planta o que tengan muchas figuras
horizontales (planos de conducciones y tuberias,
industrias, urbanizaciones, planos turisticos, etc.).

El cuadro coincide con el plano [XY] (Fig. 29.9-a) y
la proyeccién Z’ de Z se coloca vertical. La perspecti-
va (Fig. b) queda determinada, dando el 4dngulo Z’X
(o la direcci6n de X) y el coeficiente de reduccion:

¢, = OA"/0A = ufu = cotg. €, siendo u, = u, = u.



Abatiendo el tridngulo rectangulo AOA’ (Fig. b), se
obtiene el abatimiento O(A) = (u) del cateto OA y el
(A)A’ = (d,) de la direccién de proyeccidn d, que
determina la inclinacion € de d,, respecto al cuadro.

Los valores mas usuales del dngulo X7’ son 120°,
135°0 150° y los de c,: 1/2, 2/3 0 3/4.

En la figura 29.10, se ve claramente la obtencién
rdpida de las perspectivas caballera y militar de la
maqueta prismatica de un edificio de viviendas, dado
por su planta y alzado. El coeficiente de reduccién de
ambas es 3/4.

29.8. Representacion de punto, recta y plano

Todo lo dicho en axonometria ortogonal, sobre
representacion de punto, recta y plano, incidencia,
intersecciones y paralelismo, sirve también para la
axonometria oblicua y frontal, por lo que no insistire-
mos sobre ello. No sucede lo mismo con las propieda-
des métricas, abatimientos, perpendicularidad y dis-
tancias que a continuacién estudiaremos.
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Fig. 29.10.— Perspectiva de una maqueta de edificio.

ABATIMIENTO Y PERPENDICULARIDAD

(b) Perspectiva militar.

(a) Perspectiva caballera.

Fig. 29.11.—Abatimientos de ejes.

29.9. Abatimientos

Al abatir del plano horizontal [XY] sobre el cuadro,
alrededor del eje X (Fig. 29.11-a), el abatimiento del
eje Y, normal al X, coincide con la prolongacién de Z
y el del segmento unidad OU = u, de imagen OU’ =
u, es O(U) = (u), quedando asi definida una afinidad

oblicua de eje X, direccién de afinidad d, = U’(U) y
par de puntos homdlogos U’ y (U). El abatimiento de
un punto A’ de Y’ es la interseccién (A) de (Y) con la
parelela a d,, trazada por A’.

El coeficiente de reduccién se expresa graficamen-
te, dando sobre Y’ la unidad axonométrica u, = oUy,
sobre (Y), la unidad (u) = u o numéricamente, por el
cociente ¢, = OU/O(U) = u /u.

Si [XY] se abate en sentido contrario, la direccién
de afinidad es U’(U),. Si se abate el segundo vertical
[YZ], la charnela (eje de afinidad) es Z; la direccion
de afinidad es U’(U}, y el par de puntos homdélogos,
U’y (U), y si se abate en sentido contrario, U’(U),.

El abatimiento de la direccién de proyeccién d, de
la perspectiva es (d,) = (U),U’, siendo O(U), el seg-
mento unidad normal a Y’y € = OU’(U),, la inclina-
¢i6n de d,, respecto al cuadro.

En perspectiva militar (Fig. b), al abatir el plano
[XZ] alrededor de X, el abatimiento de OU’ = u, es
O(U) = u; la direccién de afinidad es d, = U’(U) y, el
coeficiente de reduccion ¢, = OU’/0(U) = u,/u. Los
demds abatimientos y el (dp) de dp, se obtienen de
forma anéloga.
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a) Abatimiento de planos coordenados (Fig. 29.12).
Para abatir un punto C del plano [XY], se traza la
paralela C’K a Y’, abatida en K(C) (normal a X) y por
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Fig. 29.12.—Abatimientos de planos coordenados.

C’, la paralela a d, que corta a K(C), en (C).

El abatimiento de larectaa’ = LI’ que cortaa Y’, en
I’ (abatido en (1)), es (a) = L(I). Refiriendo a ésta, los
puntos A’ y B’ de a, por paralelas a d,, se obtiene el
abatimiento (A)(B) de AB'y el (A)(B)(C) del tridngulo
A'B'C’.

También se ha dibujado la perspectiva de un cua-
drado de plano [YZ] y lado M’N’ dado, abatiéndolo
sobre el vertical, en (M)(N)(P)(Q), como se ve en la
figura. Desabatiendo el vértice (Q), en Q’, se obtiene
la perspectiva M’N’P’(Q’.

b) En perspectiva militar (Fig. 29.13), los abati-
mientos de las caras de un prisma recto y de los orifi-
cios rectangular y triangular practicados en ellas, se
obtienen facilmente, como se ve en la figura.

c) Abatimiento de un plano cualquiera o (Fig.
29.14). Se obtiene, abatiendo la recta de maxima pen-
diente r = AD, de o que pasa por un punto de 4, (en
este caso el A) y se proyecta sobre el cuadro, segin la
normal OD a la chamnela v,. Por ser AD perpendicular
a la charnela, el abatimiento (A) de A estard sobre la
prolongacion de OD y distard de D, la longitud (r) =
AD y de C, la CA, abatida en (h,). De aqui, los dos
métodos que siguen:
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Fig. 29.13.—Abatimientos en perspectiva militar.

1°) Se elige un punto A de 4, y desde su proyeccién

A, = 0, se traza la normal OD’ a v,. Con centro C’ y

radio C’(A), (abatimiento de CA) se traza un arco que
corta en (A) a la prolongacién de OD’ y determina el
abatimiento (4,) = C’(A) de h,,

Fig. 29.14.—Abatimiento de un plano cualquiera.

2°) Se abate el tridngulo AOD, alrededor de OD’, en
O(A),D’ (siendo O(A), = O(A), y con centro en D’ y
radio D’(A),, se traza un arco que corta a OD’, en (A)
y determina la traza abatida (h,) = C’(A).




Se obtiene asi una afinidad oblicua de eje v, (char-
nela), direccién de afinidad d, = A’(A) y par de puntos
homoélogos A’ y (A). Para hallar el abatimiento del
punto M de o, se traza por M la recta AN, abatida en
N(A) y la paralela a d, que corta a N(A), en el abati-
miento (M) de M. (También puede utilizarse la parale-
las’av,).

- -

N —— -

Fig. 29.15.—Abatimiento de un plano que pasa por el origen

d) Plano que pasa por el origen (Fig. 29.15). Se
toma un punto arbitrario A’ de k) y se aplica uno de
los dos métodos explicados. La recta de maxima pen-
diente es la AB, abatida en B(A).

Fig. 29.16.— Distancia entre dos puntos.

29.10. Distancia entre dos puntos

Se obtiene por abatimiento del segmento determi-
nado por los puntos dados. Si el segmento AB (Fig.
29.16) esta en el plano [YZ], por ejemplo, se abate

sobre el plano frontal (paralelo al cuadro), de traza w,
que pasa por B’. El abatimiento (A) del otro extremo
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A’, determina el abatimiento buscado B’(A).

La distancia entre C y D se obtiene, abatiendo el
plano vertical que contiene el segmento CD sobre el
plano de frente ¢ que pasa por D, siendo r’-r; la char-
nela. El abatimiento (C,) de C, estara sobre 4., y distard
de D; la longitud D,C,, abatida sobre a en D;(C,),,
siendo D(C;) = D)C,);; d, = C{C,), la direccién de
afinidad, y (m), el abatimiento de m’. La paralela a d,,
trazada luego por C,, corta a (m), en el abatimiento (C)
de C y determina el abatimiento D}(C) del segmento
CD.

29.11. Recta perpendicular a un plano

Como ya se sabe, si una recta p es perpendicular a
un plano o (Fig. 29.17), sus proyecciones ortogonales
Py, P> Y p; sobre los planos coordenados son perpendi-
culares a las trazas homénimas 4, v, w, del plano.
Esto sucede con p, y v,, por coincidir el primer vertical
con el cuadro, pero p; y h, no lo son, por tratarse de
una proyeccién oblicua, luego hay que abatir ambas.
Por tanto:

x

Fig. 29.17.—Recta perpendicular a un plano.

Para trazar por un punto A’-A; la perpendicular p al
plano o, se traza por la proyeccién A, del punto, la
perpendicular p;, a v,. Se abate luego A, y A, sobre el
cuadro, en (A,) y (h,) y desde (A,) se traza la perpendi-
cular (p,) = (A,)(M,) a (h,), desabatida en p;, cuya
traza W determina la proyeccion directa p’ y la inter-
seccién I’-I;depy a.
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La normal a & desde O también puede hallarse (Fig.
29.18), trazando por Y el plano perpendicular al ¢, de
traza r, perpendicular a v/, siendo r = AB la recta de
méxima pendiente de . El tridngulo OB’A se abate
luego sobre el cuadro, alrededor de r;, en OB’(A)
(siendo O(A) = O(A),) y se traza por O la perpendicu-
lar (p) a B’(A), desabatida en p’ = OI’, obteniéndose
asf la perpendicular p’-p; a o, su interseccién I’-1; con
a 'y la verdadera magnitud de AB = B’(A) y OI = O(I).
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Fig. 29.18.— Perpendicular trazada desde el origen.

29.12. Plano perpendicular a una recta

Para trazar por el punto M’-M; (Fig. 29.19-a) el
plano « perpendicular a una recta dada r;-r,, se abate
r; en (r,) (abatiendo un punto A; de r;) y se traza la
perpendicular (p,) a (r,), desabatida en p, = B,C; que
es la imagen de la direccién normal a (r,;) y por tanto,
paralelaa h,.

Se traza luego por M la horizontal s’-s; de ¢, para-
lela a p; y por su traza V, la normal v, a r, que deter-
mina, al cortar a X, la otra traza h, de , paralelaap,.

En perspectiva militar, las construcciones de per-

29.13. Método general

Como ya se dijo en axonometria ortogonal, para
representar una forma de plano « se abate éste sobre
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pendicularidad y abatimientos son andlogas a las
explicadas en caballera, como puede comprobarse en
el abatimiento AB(C) (Fig. 29.19-b) del plano o =
[ABC’] y en la perpendicular r’-r] a o, trazada desde
0, no siendo necesaria explicacién alguna.

Fig. 29.19b.—Abatimiento y perpendicularidad
en perspectiva militar.

FIGURAS PLANAS

el cuadro (o sobre otro paralelo a €l). La proyeccién
directa A’ y el abatimiento (A) de un punto A de o se
corresponden en una afinidad oblicua de eje v, y par
de puntos homdlogos A’ y (A).



En el caso de circunferencias, su imagen es una
elipse y la perspectiva de dos didmetros de la circun-
ferencia, perpendiculares entre si, son didmetros con-
jugados de la elipse proyeccién.
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Fig. 29.20.— Circunferencias de plano coordenado.

29.14. Circunferencia de plano coordenado

a) La situada en el cuadro o en un plano frontal
(paralelo al cuadro) se proyecta en verdadera magni-
tud. La de centro E’ y radio /, situada en el horizontal
(Fig. 29.20), se proyecta, segin una elipse de semidid-
metros conjugados paralelos a X e Y, siendo E'F’ =
E'G’ =1y E’P’ = E’Q’ = I’ (radio reducido), obteni-
do directamente por abatimiento de Y.

También puede dibujarse, por afinidad, abatiendo la
circunferencia sobre el plano frontal de traza F’'G’.

b) Los ejes de la elipse pueden hallarse directamen-
te, como se ha hecho en la circunferencia de centro C
y radio /, de plano [YZ]. Una vez abatido el centro C’,
en (C), se traza la mediatriz (M)N del segmento C’(C)
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que corta a Z en N. La circunferencia de centro N y
radio NC” = N(C) corta a Zen D e I, siendo (C)D y
(C)I los homélogos de los ejes buscados D'y C],
por ser D(C)I y DC’I 4angulos inscritos en la semicir-
cunferencia de diametro DI. l.os vértices A’ y B’ son
los homélogos de (A) y (B).

29.15. Circunferencia de plano cualquiera

La imagen @’ de la circunferencia @ de centro C’,
radio R y plano « (Fig. 29.21), se halla por abatimien-

Fig. 29.21.—Circunferencia de plano cualquiera.

to de o, trazando por un punto P’ de k), la recta PQ
de maxima pendiente de ¢ respecto al cuadro, abatida
en Q(P), (nim. 29.9-c) que determina la traza abatida
(h,). Se abate luego el centro C’, en (C), (por medio
de la horizontal de o que pasa por €l) y se traza la cir-
cunferencia abatida (w), de centro (C) y radio R y los
didmetros (m) y (n) de (w), perpendicular y paralelo a
la charnela v,. Al desabatir, se obtienen los didmetros
conjugados m’ y n’ (paralelo a v)) de @’ que permiten
dibujar ésta.

En la figura se han hallado directamente los ejes
(ndm. 29,14-b), trazando la mediatriz MN de C’(C)
que corta a la charnela en N. La circunferencia de cen-
tro N y radio N(C) = NC’, cortaa v}, en Dy E y deter-
mina dos didmetros perpendiculares (C)D y (C)E de
(w) cuyos homélogos C’D y CE son también perpen-
diculares, es decir, los ejes de ’. Los vértices A’ y B’
son los homologos de (A) y (B).
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30.1. Generalidades

La representacién de cuerpos en axonometria fron-
tal es andloga a la estudiada en axonometria ortogo-
nal, excepto lo referente a las propiedades métricas,
como ya se dijo.

Dado el caricter fundamental representativo de este
sistema, en la practica, sélo se dibuja la perspectiva o
imagen directa del cuerpo, prescindiendo incluso de
los ejes aunque, como ya se sabe, para definir el cuer-
po hay que conocer también una de sus proyecciones
axonométricas.

30.2. Perspectiva practica. Normas de trazado

En las dibujos, se utilizan ciertas simplificaciones
para que la perspectiva resulte clara y sobre todo, sen-
cilla. Las mds usadas son:

a) Colocacion del cuerpo (Fig. 30.1). Las tres direc-
ciones principales del cuerpo se hacen coincidir con
los ejes. El X suele ser el de anchuras; el Z (colocado
verticalmente), el de alturas y el Y, el de longitudes o
“eje de profundidad”, por materializar la direccién
normal al dibujo y dar idea de la profundidad de la
figura, respecto al plano del papel. El coeficiente de
reduccion se designa por ¢, o R.

Las caras que contengan curvas o circulos se colo-
can paralelas al cuadro para que aparezcan en verda-
dera magnitud.
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b) Supresion de los ejes. Generalmente, no se dibu-
jan los ejes. Las dimensiones, si es posible, se toman
directamente sobre la perspectiva y se prescinde de la
proyeccién horizontal. En el dibujo s6lo aparece la
perspectiva y en caso necesario, el coeficiente de
reduccién R y el dngulo o que Y’ forma cn el eje hori-
zontal X.

R=2/3

Fig. 30.1.— Perspectiva prdctica.

En la figura b), para dibujar un tablén de seccion
rectangular y longitud /, se dibuja la seccién igual a la
dada y por sus vértices, se trazan paralelas a Y’, de
longitud !’ = 2//3, que determinan la perspectiva bus-
cada.



¢) Angulo de los ejes. De las dos caras paralelas al
cuadro, la mds proxima al observador es la vista por
eso, en perspectiva rdpida (Fig. b), se comienza dibu-
jando dicha cara de trazo continuo y luego, las aristas
paralelas a Y, en sentido contrario al de la figura a).

Una vez fijado el sentido positivo de Y, el dngulo
que éste forma con la direccién positiva de X es o
(Fig. b) 6 180 + « (Fig. a), obteniéndose en ambas la
misma perspectiva.

d) Angulos combinados. Para representar acopla-
mientos de piezas (uniones, ensambladuras, tornillos y
tuercas, etc.), suelen dibujarse éstas separadas pero
correspondiéndose las partes que se han de acoplar,

Fig. 30.2.— Unidn a caja y espiga.

mados por las rectas que unen cada vértice B con los
puntos medios M y N de los lados opuestos del cua-
drado.

La perspectiva del cuadrado, supuesto horizonal, se
halla trazando el lado D’C” = DC horizontal y por sus
extremos D’ y C’, paralelas a Y’, de longitud D’A” =
C’B’ = 3CB/4 que definen la perspectiva A’B’C’D’.
Se hallan luego los puntos medios de los lados y se
unen, como se ha dicho. La estrella A”B”C”D” de
plano vertical se obtiene de forma andloga.

b) La perspectiva de la circunferencia de centro O y
radio r (Fig. 30.4-a) se halla ficilmente, dibujando apar-
te la circunferencia (s6lo es necesaria media circunfe-
rencia) y el cuadrado circunscrito ABCD (de lado hori-
zontal) y hallando su perspectiva, como antes se ha

Fig. 30.3.—Figura plana estrellada.

30. PERSPECTIVA DE CUERPOS. SOMBRAS

para que resulten vistas (ver figura 28.10).

Cada perspectiva se dibuja con el mismo angulo o
con angulos diferentes cuya suma sea 360° y la direc-
cién de acoplamiento, con linea de trazos (Fig. 30.2).
Las direcciones de Y’ se eligen simétricas respecto a X
0 a Z, segin que el acoplamiento sea en direccién nor-
mal a X o a Z, respectivamente.

30.3. Perspectiva rapida de figura

a) La figura 30.3 representa una estrella, de vértices
coincidentes con los del cuadrado ABCD y lados for-

,

D

(a) Circunferencia.

Fig. 30.4.— Perspectiva de curvas.

dicho, trazando C’D’ paralelo o coincidente con AB.

Las tangentes a la circunferencia paralelas a las dia-
gonales, determinan un octégono regular EML...GI,
circunscrito a ella. Los vértices M y L, referidos a
C’D’,en G’y F’ y las paralelas GM’ y 'L’ a Y’
determinan las tangentes M’P’, I'R’, ..., paralelas a
las diagonales que cortan a éstas en los puntos de tan-
gencia P’, R’, §" y Q’. Se obtienen asi ocho puntos y
sus tangentes respectivas que permiten dibujar la elip-
se.

Los vértices M, L, H, ... del octégono son las intersec-
ciones de los lados del cuadrado con los arcos de centros
A, B, Cy D y radio igual a la semidiagonal DO = DE =
DF, o cual permite tomar directamente en la perspecti-
vaC'G =DF =BO = BM.
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¢) En el caso de curvas irregulares ABC...ST, de
plano horizontal (Fig. b), basta trazar sobre la perspec-
tiva A°I” de una cuerda arbitraria Al, paralela a X, una
serie de puntos 1, 2, ..., 6, distanciados entre si una

(b) Curva irregular.

Fig. 30.4.— Perspectiva de curvas.

longitud arbitraria d. Sobre las cuerdas paralelas a Y’,
trazadas por dichos puntos, se llevan luego longitudes
1B’ = 1B/2, 1S’ = 15/2, ..., etc., cuyos extremos
determinan la perspectiva A’B’C’...S’T” buscada.

VISTA LATERAL ALZADO

HIAS

PLANTA

Fig. 30.5.— Pieza de bordes rectos y curvos,
representada en diédrica.

d) Como resumen de lo expuesto, en las figuras
30.6 y 30.7, se han dibujado diversas perspectivas de
la pieza de bordes rectos y curvos, representada en
diédrica (Fig. 30.5), para que pueda apreciarse la
influencia de los distintos dngulos y coeficientes de
reduccién empleados.
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(b) Vista posterior.

Y, a=30°
.~ ] R=3/4

Fig. 3.6.— Perspectivas en proyecion desde arriba.

(a) Vista anterior.

N

(b) Vista lateral.

X
o = 120°
R =1/2
QL= 225°
R = 3/4

Fig. 30.7.— Perspectivas en proyeccion desde abajo.



30.4. Superficies de revolucion

La figura 30.8-a es la perspectiva caballera de una
superficie de revolucién de eje vertical Z y meridiano
frontal formado por el segmento AB, paralelo a Z; el
arco circular = BF, de centro Q y radio QB y el seg-
mento FG tangente a 0, en F.

El ecuador A se proyecta segln la elipse A’ de semi-
didmetros conjugados 3E y 3E, paralelos a los ejes,
siendo EE’o paralela a d, y lo mismo sucede con los
demas paralelos, lo cual permite dibujarlos.
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(a) Perspectiva caballera.
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Los paralelos que pasan por C y E, por ejemplo,
son homotéticos en el espacio, de centro I (intersec-
cion de CE con el eje), luego sus imdgenes son
homotéticas, de centro I’ = [ y par de puntos homdlo-
gos Cy E, (niim. 2,5).

El meridiano &, de plano [YZ], por ejemplo, se
obtiene por giro del ¢, alrededor del eje luego o)y 0’
se corresponden (ntim. 2,2) en una afinidad de eje Z'y
par de puntos homélogos E, y E. Las tangentes homo-
logas en C, C, concurren en un punto K del eje Z,
pudiéndose asi trazar cuantos puntos y tangentes se
deseen.

(b) Perspectiva militar.

Fig. 30.8.—Superficie de revolucion.

El contorno aparente @’ es la envolvente de las
imagenes de los paralelos. Limitdndonos a la mitad de
Ia derecha, la generatriz del contorno aparente del
cilindro superior es la vertical m’ tangente a las bases
y en el cono de vértice V, la generatriz n’ tangente a
las elipses de centros 4 y 5.

En el cilindro circunscrito a la superficie segin el
ecuador A, la generatriz de contorno aparente es la
vertical 7,, tangente a A’ y @’ en el mismo punto y en
el cono de vértice K, circunscrito segiin el paralelo de

centro 1, la generatriz de contorno ¢ es tangente a @’
y a la imagen del paralelo en el mismo punto, lo cual
permite dibujar ®’ con més exactitud.

En perspectiva militar (Fig. b), la perspectiva se
obtiene mas facilmente, por abatimiento de la seccién
X de la superficie por el plano [Z,Z’], en (X). Al desa-
batir, se obtienen los centros 1°, 2’, ..., 6" de los para-
lelos, de imdgenes circulares, de envolvente @’. Las
tangentes a (Z), paralelas a d,, determinan los puntos
decorte T’y S’ de @’ con Z’.
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30.5. Esfera

El contorno aparente @’ de la esfera de centro O y
radio R = OA (Fig. 30.9-a) es la elipse seccion del
plano del cuadro con el cilindro proyectante de la
esfera, segin la direccion de proyeccion d, de la pers-
pectiva.

{a) Perspectiva caballera.

(b) Perspectiva militar.

Fig. 30.9.—Representacion de la esfera.

.I’,_.‘

s

e ST

Para hallarla, se abate el plano [YY’], proyectante
de d,, que corta a la esfera, segiin un circulo méximo,
abatido en oy al cilindro, segtin las generatrices tan-
gentes a dicho circulo, abatidas segiin las tangentes
(m)y (n) a o, paralelas a dp, que cortan a Y’ en los
extremos del eje mayor M’N’ de @', siendo O(C) =R
el otro semieje.

El radio OT de o, perpendicular a (d,), determina el
tridngulo rectdngulo OTM’, igual al O(C)C’, por tener
OT = O(C) = Ry TOM = O(C)C’, por éngulos de
lados perpendiculares luego OM’ = C’(C). Esto per-
mite hallar directamente el semieje mayor de la elipse,
abatiendo el radio OC, normal al cuadro, en O(C), y
tomando sobre Y’ el semieje mayor OM’ = C’(C).

Los planos coordenados cortan a la esfera, segin
circulos maximos cuyas imdgenes son: la circunferen-
cia o de radio R y las elipses @" y A’ que ya sabemos
construir.

El efecto real de la perspectiva caballera desaparece
en la esfera, al contemplarla segin una elipse, y lo
mismo sucede en perspectiva militar (Fig. b), siendo
OM’ = (C)C'. Esto explica que en el dibujo técnico,
donde aparecen esferas, se prefiera la axonometria
ortogonal de contorno circular (Fig. 28.16).

Fig. 30.10.— Perspectiva de luneto cilindrico recto.

30.6. Interseccion de superficies

En 1a figura 30.10 se ha dibujado la vista inferior,
en perspectiva caballera, de un luneto cilindrico recto,
(ndm. 18,16-a), practicado en una b6veda semicircu-
lar.

Primeramente se dibuja, en verdadera magnitud, la
base anterior del semicilindro de la béveda, coinciden

208

te con el cuadro y por O’y A’, se trazan paralelas a ¥’
sobre las que se llevan los 3/4 de su longitud real que
permiten dibujar la base posterior.

El plano A’I’L’E’ de la embocadura del luneto es
vertical y tangente a la boveda, segin la arista de
arranque A’E’, siendo A’I’ y E’L’ sus trazas con los
planos de las bases de la béveda. El abatimiento de la
arista E’B’ de este plano, sobre la base posterior del



cilindro, es la normal E°(B) a la charnela E’L’.
Tomando sobre ésta el centro (C) y el didmetro (B)(D)
de la embocadura semicircular / del luneto y sobre
E’A’, la longitud E’C’ = 3E"(C)/4, se tiene la direc-
cién de abatimiento d, = (C)C’. Al desabatir, se obtie-
nen los semididmetros conjugados C’D’ y C'T" de la
perspectiva eliptica [’ de /, que permiten dibujarla.

La interseccion del luneto con la superficie interior
de la bdveda se halla, por puntos, por planos auxilia-
res horizontales. Asi, el plano de altura & sobre el
arranque, corta al plano A’I’L’E” segin w,, y a la base
posterior del cilindro, en . Las intersecciones M’ y

30.7. Direccion de iluminacion [

Viene dada (Fig. 30.11) por su proyeccién directa I’
(perspectiva) y por una de sus proyecciones, general-
mente la horizontal /;. La iluminacién a 45° (ndm.
19,1) se halla facilmente, como diagonal /’-/; de un
cubo de arista arbitraria.
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Fig. 30.11.—Direccion de luz a 45°.

30.8. Sombra de punto y recta

Las sombras que un punto P o una recta r arrojan
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N’ de w,con !’y la G’ de t, con la embocadura poste-
rior de la béveda, determinan las generatrices de inter-
seccién m’ y n’ (paralelas a X) de o con el luneto y la
g’ (paralela a Y’) de a con la boveda, que se cortan en
los puntos G,, y G, de la interseccién buscada.

Los puntos M y N pueden deducirse del abatimien-
to, sin dibujar {’, desabatiendo las intersecciones (M)-
(M), y (N)-(N), de (w,) con (I).

Trazando nuevos planos auxiliares, se obtienen
nuevos pares de puntos que permiten dibujar la embo-
cadura [’ = B'M’T’N’D’ y la interseccién F’G,GH’
del luneto con la béveda.

SOMBRAS

sobre una superficie son, como ya dijimos, las trazas
de ésta con el rayo de sombra de P o con el plano de
sombra de r.

Z 4 . oy v
B: b, ECiD;
’ ’ 4 as ,’,/
v | o
S e C
B
£/ ¢ \
| T N X
a g R
s
Y’ ) ’1/ d
/y,/v/A._ e (H

Fig. 30.12.—Sombras de punto y recta.

En la figura 30.12 la sombra a;, arrojada sobre el
horizontal por la vertical a’-a,, es paralela a [); la b,
de la paralela b’-b, a X, es también paralela a Xy la ¢
delaparlelac=ED a Y, es paralelaa Y.

Las sombras de los vértices son las intersecciones
B, C, D)y E; de las sombras de las rectas con las
paralelas a [’, trazadas por los vértices de la quebrada.
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Fig. 30.13.—Sombras de figura plana.

El
30.9. Sombra de figuras planas
Si se trata de un poligono, por ejemplo, basta hallar
las sombras de los vértices y unirlas entre si. En la

figura 30.13, los vértices A, L y G dan sombra sobre el
horizontal y los restantes, sobre el primer vertical.

by

Ay

Fig. 30.14.—Sombra de un tetraedro en perspectiva militar.

La sombra del lado vertical AB es la paralela a [;,
trazada por A], hasta su interseccién con X y desde
este punto, la paralela a Z, hasta cortar a B’B,, en B..

La sombra GNF del lado GF se ha hallado, auxi-
lidndonos de las trazas Fy H; del rayo f’-f; con el
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m'—mj

Fig. 30.15.—Sombra de cono sobre prisma.

cuadro y el horizontal. Finalmente, la sombra de M’ es
la interseccion M, del rayo de sombra M’M’s con la
paralela M;M al,.

30.10. Sombra de cuerpos

Los métodos utilizados para hallar la sombra propia
y arrojada de cuerpos y superficies, en perspectiva
axonomeétrica, son analogos a los explicados en diédri-
ca. Asi, para hallar la sombra de un tetraedro 2’-%;
dado en perspectiva militar (Fig. 30.14), basta hallar
las sombras A, B, C.y D] de los vértices. El perime-
tro de sombra A/B/CD/, asi obtenido, determina los
lados del poligono separador A’B’C’D’.

El rayo de sombra que pasa por I, (interseccion de
AC]y BD)) corta a las aristas ACy BDen I’ e I”,
siendo I’ el mas préximo a la luz, luego AC est4 ilu-
minada y BD, en sombra.

Las caras iluminadas son, por tanto, las ACBy ACD
y las que estdn en sombra, las BDA y BDC. Como se
ve, no son necesarios los ejes.

30.11. Sombra de un cuerpo sobre otro

Para hallar la sombra arrojada por el cono Q’ sobre
el prisma P’, de base situada en el horizontal (Fig.
30.15) se trazan, desde la sombra V; del vértice, las
tangentes a,y b, a la base del cono,en A’y B’.



La separatriz de sombra del cono es la linea mixtili-
nea V'’A’F’B’A’ y la sombra arrojada, la VA’F’'B’V.

Las tangentes a’y b, cortan a la base del prisma, en
C’y D’ y al perimetro de sombra de éste, en My N,
que referidas a la arista superior, en M’y N’, determi-
nan el trapecio de sombra M’N’D’C’ arrojada por el
cono y las sombras propias y arrojadas de ambos cuer-
pos.

30. PERSPECTIVA DE CUERPOS. SOMBRAS

30.12. Sombra autoarrojada

En la figura 30.16 se ha dibujado la perspectiva
militar y las sombras, con luz de direccién I’-/; de una
superficie de revolucidn, de eje vertical, formada por
un cilindro de radio r y una tolva tronco cénica, de
vértice V'y bases horizontales oy A, de centros Q y K
y radios r y R, respectivamente.

Fig. 30.16.—Sombra autoarrojada.

La perspectiva se ha dibujado, por abatimiento del
plano [Z,Z’] que corta a 0 y A, segdn rectas #,y f,,
abatidas en (t;) y (t,). Al desabatir, se obtienen las pro-
yecciones V', 0’y A’ de V, 6, y A.

Las sombras 6] y A, de las bases oy A son las cir-
cunferencias de centros Q. y Ky radios perspectivos r
y R. Las tangentes comunes g,y f, a A] y o, (concu-
rrentes en V) y las a] y d; a 6} y O] (paralelas a [})
determinan las generatrices g’ y f~ de la separatriz de
sombra del cono (concurrentes en V') y las a’ y d’ del
cilindro. El contorno perimetral de la sombra arrojada
determina, por restitucion, la separatriz de sombra
AA’H’G’J’F’L’D’D, y las zonas iluminadas y en
sombra (sombra propia) de la superticie.

La sombra autoarrojada es la arrojada por el arco
F!G.de A sobre el interior el interior del cono y del

cilindro. El arco E I arroja sombra sobre el cilindro,
en E'C’I’, y los FIE] e )G sobre el cono, en F'E’ e
I’G’ y se han hallado por restitucién, como sigue.

El punto P de A, por ejemplo, pertenece a las
generatrices V.J]y VP, del cono, luego la interseccién
P, de la generatriz V’J’ con el rayo de sombra de traza
P’ es la sombra arrojada sobre la tolva por el punto P’
de ).

Andlogamente, el punto B de A} pertenece a la
generatriz b, del cilindro luego la interseccion de b’
con el rayo de traza B, es la sombra B, arrojada por el
punto B’ de A’ sobre el cilindro, pudiéndose asi dibu-
jar los arcos de elipse F’E” y G’I’ y la curva E’B)I".
Las intersecciones E’ e I’ de A y ¢, son las sombras de
E’ e I, respectivamente. (Ver caps. 31 y 32 de n/E. de
GD.).
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IV SISTEMA CONICO

31.1. Generalidades

Los elementos fundamentales de este sistema (Fig.
31.1), son: el centro de proyeccién V (punto de vista)
y el plano de proyeccién & (cuadro), coincidente con
el plano del dibujo.

Fig. 31.1.— Proyeccidn conica o central.

La posicién de V respecto a 7 queda fijada por la
proyeccidén ortogonal P de V sobre p, llamada punto
principal y por su distancia 6 = VP al mismo. En el
dibujo (Fig. 31.2) no existen mas referencias que P y
la circunferencia C, (circulo distancia), de centro Py
radio &, que es muy ttil para ciertas construcciones y
abatimientos de V.

Todo punto A, distinto del V (Fig. 30.1), se proyecta
en la traza A’ de VA con el cuadro que es también pro-
yeccion de todos los puntos de la recta VA, luego A no
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31. PROYECCION CONICA
O CENTRAL

queda definido por su proyeccién A’. Para representar-
lo, hay que situarlo sobre rectas o planos que pasen
por €l o como interseccién de dos rectas o de recta y
plano, como mds adelante veremos.

Fig. 31.2.—Elementos de referencia.

El plano D paralelo al cuadro, trazado por V, se
llama plano de desvanecimiento porque todo punto M,
situado en él, determina un rayo proyectante VM,
paralelo al cuadro luego su proyeccién o imagen es
impropia, de direccién M’ paralela a VM.

Los planos m y D dividen al espacio en las tres
regiones I, I y III, indicadas en la figura. En las apli-
caciones précticas, s6lo se trabaja con figuras situadas
en las regiones 1 y II, siendo lo més frecuente situarlas
detris del cuadro, en la regién 1.



31.2. Representacion de la recta

Toda recta r no incidente con V (Fig. 31.3) determi-
na con éste un plano {V,r] (plano proyectante de r)
cuya interseccidn con el cuadro es la proveccion, ima-
gen o perspectiva r’ de r.

-]

Lo

=¥
/I

U4

D

(b) Recta proyectante s y frontal r.

Fig. 31.3.—Representacion de la recta.

La interseccién de r con el plano de desvanecimien-
to (no dibujado) es el punto de desvanecimiento D de
r y su imagen D/ (punto de desvanecimiento) es el
punto impropio de ’. El cuadrilatero VL) 7rD asi for-
mado es, por tanto, un paralelégramo.

La recta queda determinada por su traza T. y su
punto de fuga L,. Para situarla en el espacio, basta tra-
zar por T, la paralela r al rayo de fuga r,= VL,

La porcién de recta T L., situada en I (detras del
cuadro), se proyecta en el segmento T,L. La T.D,
situada en II, en T.D_ y la DL_, situada en III, en DL,
como puede comprobarse con las imdgenes A, B’ y
C’ deA By C.

31. PROYECCION CONICA O CENTRAL

El punto de corte T, de r con el cuadro se llama
traza de r y la proyeccién L, de su punto impropio L_,
punto limite o de fuga y se designa con la notacién L/
o F), indistintamente. La paralela r, = VL a r, trazada
por V, (rayo de fuga de r) corta al cuadro en el punto
de fuga L der.

(a} Caso general.

(c) Rectas normales al cuadro.

Fig. 31.4.—Perspectiva de la recta.

En la figura 31.4-a se ha dibujado la perspectiva de la
recta r’ =T,Ly la de los puntos A, B, y C de r, situados
en cada regién. Como casos particulares citaremos:

a) Si la recta s (Fig. b) pasa por V (recta proyectan-
te) su imagen se reduce al punt s’, coincidente con 7,
yL.

b) Si r es frontal (paralela al cuadro), T, y L, coinci-
dente con el punto impropio de r’, por ser r y r, para-
lelas al cuadro. Para determinar r, hay que situar sobre
r’unpunto A’ de otrarectan =T,-L,.

¢) Si r es perpendicular al cuadro (Fig. ¢), L] coinci-
de con P.

d) Si s es proyectante y normal al cuadro, L= T=P.
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31.3. Representacion del plano (Fig. 31.5)

Todo plano o no incidente con V ni paralelo al cua-
dro y el paralelo ¢, a él, trazado por V (plano de fuga
de ) cortan al cuadro segun las rectas ¢, (traza de @)
y 1, (recta limite o recta de fuga de «), paralelas entre
si. La distancia a, entre t, y [, se llama ancho perspec-
tivo de o

El plano queda determinado por ¢, y /,. Para situar-
lo en el espacio, basta trazar por ¢, el plano o paralelo
al o, =[V,l}]. Larecta I, suele dibujarse de trazos.

Fig. 31.5.—Representacion del plano.

31.5. Interseccion de rectas

Si dos rectas r’ =T,Ly s’ =T,L, se cortan (Fig.
31.8-a), determinan un plano B de traza 1, = T,T, y
recta limite /; = L’L,, paralelas entre si o coincidentes
(plano proyectante). Si esta condicién se cumple, su
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Fig. 31.6.—Recta contenida en un plano.

Si una recta r pertenece a o (Fig. 31.6), T, y L] estdn
en t,y I, respectivamente. Reciprocamente, si ¢ con-
tieneaunarectar=TL) t,y [, pasan por T y L) res-
pectivamente.

31.4. Casos particulares

a) Si el plano pasa por V (plano proyectante), su
traza y recta limite coinciden.

b) Si es frontal (paralelo al cuadro), su traza y recta
limite son impropias y se determina (Fig. 31.4-b) por
un punto A’ de él, perteneciente a una recta n’ =7,L,,
siendo 7,-L; una frontal del plano.

¢) Si o es normal al cuadro (Fig. 31.7), I, pasa por
P

d) Si B es proyectante y normal al cuadro, t; = [;
pasa por P.

Fig. 31.7.— Planos normales al cuadro.

INTERSECCIONES

interseccion I’ es la imagen del punto de corte I de r
y s.

Si las rectas tienen comin su traza (Fig. b) o su
punto limite (Fig. ¢),se cortanen T, =T, 0 L] =L, res-
pectivamente. En el segundo caso, r y s son paralelas
por cortarse en un punto impropio, de imagen L =L,
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31.6. Interseccion de planos

La interseccién de dos planos t, - I} y t; - [ (Fig.
31.9) es una recta i’ cuya traza y punto limite son los
puntos de corte 7,y L/de 1,y t;y de [,y I, respectiva-
mente.

Fig. 31.9.—Interseccion de planos.

31.7. Interseccion de recta y plano

Siguiendo el método general, para hallar la inter-
seccion de la recta r =T,-L] con el plano o =t [} (Fig.

T-T,

(b) Rectas de traza comun.

Fig. 31.10.—Interseccidn de recta y plano.

31.10), se traza un plano #4-I; que pasa por ry corta al
o, segin la recta i’ = T.L), siendo T, = [t,, t;] y L = [15,

¥

13]. El punto de corte de i’ y r’ es la interseccién I’

(c) Rectas paralelas (de un punto limite comun).

Fig. 31.8.—Intersecciones de rectas. buscada.
31.8. Condicion general de paralelismo planos paralelos entre si, tienen comtin su recta limite.
Por tanto:
De lo expuesto sobre elementos limites o de fuga de La condicion general de paralelismo entre rectas o

rectas y planos se deduce: las rectas paralelas entre si ~ planos o rectas y planos es que sus elementos Ilimites
tienen comin su punto de fuga y andlogamente, los o de fuga coincidan o se pertenezcan.
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(a) Caso general.

(b) Por triangulos homotéticos.

(c) Por normales.

Fig. 31.11.—Paralelismo de rectas.

31.9. Paralelismo de rectas

a) En la figura 31.11-a, las rectas a, b, ¢ y d, parale-
las entre si tienen comun su punto de fuga L. Los pla-
nos [a, c] y [b, d], por ejemplo, de trazas T,7. y T,T,,
se cortan segln la recta i = T,L, paralela a las rectas,
por fugar en L.

b) Si el punto limite L, de una recta m, situada en
un plano ¢ -1, cae fuera del dibujo (Fig. b), la paralela
r a m, trazada por un punto A de «, se obtiene facil-
mente por medio de un papel auxiliar que permita pro-
longar [, y m’, hasta su interseccién L. Si esto no es
posible, se utilizan los métodos que siguen.

[, en C’y E’, respectivamente. EIl punto A’ es el orto-
centro del tridngulo L) C’E’, luego la perpendicular r’
a E’C’, trazada por A’, pasa por L, por ser la tercera
altura.

Si las fugantes en L, son numerosas, lo mis practi-
co es utilizar la triple regla perspectiva (ntim. 35,7 de
n/E. de G.D.).

¢) Ambos métodos sirven también para trazar por
un punto A’ una paralela r’ a dos rectas dadas m’ y n’,
paralelas entre si, cuyo punto de fuga L, es inaccesi-
ble.

Fig. 31.12.— Planos paralelos.

1° Por tridngulos homotéticos. Por A’ se trazan dos
rectas A’B’ y A’M’ que determinan el tridngulo
A’B’M’. Se traza luego una paralela C’'N’ a B'M’ y
por los puntos de corte C’ 'y N’ con [,y m’, las parale-
las a B’A” y M’A’ que se cortan en D’, siendo r’ =
A’D’.

2° Por normales (Fig. c). Por A’ se trazan las per-
pendiculares A’B’ y A’D’ a l,,y m’ que cortan a m’ y
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Fig. 31.13.—Plano paralelo a dos rectas.

31.10. Paralelismo de planos

En la figura 31.12 los planos &, 8 y %, paralelos
entre si, tienen comin su recta limite [’ y sus trazas,
paralelas entre siy al’.

El plano secante 7, - [; corta a los dados, segin rec-
tas a’, b’ y c’, paralelas entre si, que ayudan a “ver”
mejor la figura.



31.11. Paralelismo de recta y plano

En la figura 31-13, las rectas r’ y s’ paralelas al
plano « tienen sus puntos de fuga L) y L’ incidentes

Fig. 31.14.—Homologia entre proyeccion
y abatimiento de formas planas.

31.12. Generalidades (Fig. 31.14)

Como ya dijimos en e] ndm. 2,4, si proyectamos
una forma F de plano « desde V, sobre el cuadro 7, en

31. PROYECCION CONICA O CENTRAL

con /;. Inversamente, si o es paralelo a r, [, debe pasar
por L,

Si un plano es paralelo a dos rectas r y s, su recta
limite es [, = LL,.

ABATIMIENTOS

F’, y abatimos luego F sobre x, en (F), F' y (F) se
corresponden en la homologia producto de dos homo-
logias conocidas, de eje comin ¢, = [, n]: lade F'y
F’, de centro V (nim. 2,1) y la de F y (F) de centro
impropio V, de direccién d,, normal al bisector del
diedro oz (nim. 2,2).

El centro de la homologia producto es (niim. 2,3) la
traza O de VV, (paralela a d,) con 7 y coincide con el
abatimiento (V) de V, alrededor de [, sobre =, en el
mismo sentido que o, por ser 0 paralelo a oy VV,
paralela a d,. Por tanto:

En proyeccion cénica, la imagen F’ y el abatimien-
to (F) de una forma F de plano o, sobre el cuadro n,
se corresponden en una homologia de plano 7, eje t, =
[a, ] y centro O = (V) (abatimiento de V sobre el
cuadro, alrededor de I). Las rectas limites de F’ y (F)
son [,y el abatimiento [ =(d) de la linea de desvaneci-
miento [ =d de @, respectivamente.

El abatimiento (V) de V ha de encontrarse sobre la
perpendicular P(V) a [}, y a igual distancia que V, res-
pectoal,

Aplicando las propiedades de 1a homologia al abati-
miento, podemos enunciar:

a) Los pares de puntos homdlogos A’ (A); B’ (B); ...
etc., estdn alineados con el centro O = (V) de la
homologia.

b) Las rectas homélogas r’ y (r) concurren en un
punto 7, del eje ¢,

c) Los abatimientos (r}) y (r’) = (V)L) de r y de su
rayo de fuga r’ son paralelos.

217



GEOMETRIA DESCRIPTIVA

31.13. Abatimiento de un plano.
Distancia entre dos puntos

a) Para abatir el cuadrilatero A’B’C’D’, de plano «
(Fig. 31.15-a) se abate el punto de vista V sobre el
cuadro, alrededor de [, en (V), como ya se sabe (nim.
8,2), trazando la perpendicular PN y la paralela P(V),
a [}, hasta su interseccion con el circulo distancia,
siendo P(V), = 8. El arco de centro N y radio N(V),
corta a PN, en el abatimiento (V) de V.

Fig. 31.15a.—Abatimiento de un cuadrilatero.

La proyeccién A’B’C’D’ y el abatimiento
(A)(B)(C)D) del cuadrilatero se corresponden, como
antes se ha dicho, en una homologia de centro (V), eje
t, y recta limite [, de A’B’C’D’. Los homdlogos (a) y
(c)de a’ y ¢’ son las paralelas a (V)L,, trazadas por T,
y T, (mim. 31,11-byc)ylos (b)y (d) de b’ y d’, las
paralelas a VL,, trazadas por T, y T, que cortan a las
anteriores en (B), (C), (A) y (D). Como comprobacién,
las proyecciones A’, B’, C’ y D’ de los vértices y susa-
batimientos (A), (B), (C) y (D) han de estar alineados
con (V) (ndm. 31,11-a).

31.14. Generalidades

Como ya se sabe, el punto de fuga de la perpendi-
cular r al plano o (Fig. 31.16) es la traza L] con r del
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b) Si el plano #,-/, es proyectante (Fig. b), el abati-
miento de larecta m =T, situada en él, es la parale-
la (m)a (V)L), trazada por T,

Esto sirve para hallar la distancia entre dos puntos
A’ =T,L)y B’ =T,-L,, abatiendo el plano proyectante
t,-1) de la recta AB, utilizando un sencillo artificio
(ndm. 7,18 de la “Geometria Descriptiva” de J.M.
Ruiz Aizpiri) que consiste en trazar por la recta 7,-L,,
el plano f3, de recta limite /; = (V)L,. La interseccion m
=T,L, de oy B pasa por A y pertenece a & luego el

Fig. 31.15b.— Distancia entre dos puntos.

abatimiento de A es la interseccién (A) del rayo (V)A’
con la paralela a (V)L,, trazada por T, (abatimiento (1)
de m).

Andlogamente, el abatimiento de B es la intersec-
cién (B) de (V)B’ con la paralela a (V)L,, trazada por
T,, siendo (A ) ( B) la distancia abatida.

Como se ve, los abatimientos (A) y (B) se obtienen
como si las rectas dada T,-L) y T,-L, pertenecieran al
plano .

PERPENDICULARIDAD

rayo de fuga VL, de r. El plano [V PL]] es normal a &
(por serlo VP) y al plano de fuga &, de o (por serlo
VL) luego también lo es a su interseccion [, = [&t, o]
que es, por tanto, perpendicular a L'N.



Por otra parte, VL, es perpendicular a o, y, por
tanto, a VN luego en el tridngulo rectangulo NVL), asi
formado, la altura VP = § es media proporcional entre
PNy PL, lo cual permite enunciar:

Fig. 31.16.— Perpendicularidad entre recta y plano.

1°. El punto de fuga L, de r estd en la perpendicular
PN al,y adistinto lado de su pie N, respecto a P.

2°. La distancia 0 = VP es media proporcional entre
PNy PL]. Segiin esto, para hallar L, se traza por P la

Fig. 31.17.—Angulo de dos rectas.

31. PROYECCION CONICA O CENTRAL

perpendicular PN y la paralela P(V) = §a . La per-
pendicular a N(V), trazada por (V), corta a NP, en L.
Inversamente, si se conoce L, se traza LP y la normal
P(V) = 6 a ella. La normal a L)V), trazada por (V),
corta a LP, en el punto N por donde pasa la normal [,
aLN.

A toda recta limite [, corresponde un solo punto L,
y a la inversa. Esta correspondencia biunivoca entre
elementos limites de recta y plano puede ampliarse a
la perpendicularidad entre rectas o entre planos, como
a continuacién veremos.

31.15. Recta perpendicular a otra

Toda perpendicular s a r (Fig. 31.16) est4 contenida
en & o es paralela a €l, luego su punto de fuga L] per-
tenece al,,

La condicién de perpendicularidad entre rectas es,
por tanto, que el punto de fuga L, de una de ellas per-
tenezca a la recta limite I}, de los planos normales a la
otra.

31.16. Planos perpendiculares

Si un plano es normal al o, contendra a la direccién
normal a él (a r o a su paralela), luego su recta limite
debe pasar por el punto de fuga L de las normales a o.

ANGULOS

31.17. Angulo de dos rectas

Para obtener el dngulo y de dos rectas r y s (Fig.
31.17), se abaten sus rayos de fuga r, y s,, paralelos a
ry s, abatiendo previamente el punto de vista, en (V),
(nim. 31.12). El angulo yes el formado por los abati-
mientos (r,) =(V)Ly (s,) =(V)L)der,y s,.

Si r y s se cortan, también puede abatirse el plano a
= [r, s], siendo (r) la paralela a (V)L), trazada por T ;
(s), la paralela a (V)L trazada por (A) (punto de corte
de (V)A’ con (r)) y Y= (r) (s) el dngulo buscado. Siry
s se cruzan, se traza por un punto de r la paralelam a s
y se abate el plano [r, m].
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31.18. Angulo de dos planos

Se determina, trazando por un punto interior del
diedro, las normales a sus caras. El dngulo formado
por éstas es el suplementario del buscado.

También puede hallarse, trazando el plano del rec-
tilineo y sus intersecciones r y s con las caras (lados
del rectilineo). Abatiendo éstas, se obtiene el angulo
buscado y=rs.

Fig. 31.18.—Angulo de recta y cuadro.

31.19. Angulo de una recta con el cuadro.
Circulo de inclinacion

Si una recta r (Fig. 31.18) forma con el cuadro un
angulo ¢, su rayo de fuga r, = VL, forma con el cuadro
el dngulo @ = VL)P y con VP, el dngulo B3, comple-
mentario del ¢. Por tanto:

El lugar geométrico de los rayos de fuga de las rec-
tas inclinadas un dngulo o, respecto al cuadro, es la
superficie conica de revolucion, de vértice V'y eje VP,
cuya generatriz forma con éste el dngulo = 90°-a y
el lugar geométrico de sus puntos de fuga L es la cir-
cunferencia de centro Py radio PL], obtenido como
cateto del tridngulo rectdngulo VPL), de cateto VP y
dngulo a, opuesto a éste.

La circunferencia lugar se llama circulo de inclina-
cién o'y la designaremos por C,. Si o = 45°, PL] =
PV = 6(C, coincide con C,) y si a=90° C_ se reduce
al punto P (punto de fuga de las normales al cuadro).

Para hallar C,, se traza un radio cualquiera P(V) del
circulo distancia C, y la perpendicular PL; a él. Se
traza luego el dngulo P(V)L) = = 90° - @, cuya lado
(V)L corta a PL), en el extremo L, del radio PL)de C,,.

Si se conoce L), se procede a la inversa, siendo
PLY(V)=q.
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31.20. Circulo de medida de una recta.
Punto de medida

Es de gran aplicacion para llevar longitudes dadas
sobre la perspectiva o para medir segmentos perspec-
tivos. De aqui, los nombres de circulo y punto de
medida.

Fig. 31.19.— Punto de medida de una recta.

Por una recta dada r = T L) (Fig. 31.19), tracemos
un plano o =¢, - [, y tomemos sobre t,, a partir de 7T,
la longitud 7.T,, = T,A = L La recta s, = AT,, forma
con ry t, el tridngulo isdsceles AT,T,, y su rayo de
fuga VL), el tridngulo VL)L, también isdsceles y
semejante al anterior por el paralelismo de los lados,
luego L)V = L L. Como esta igualdad se verifica para
cualquier direccién de 7, y L)V es constante, podemos
enunciar,

El lugar geométrico de los puntos de fuga de las
rectas que forman dngulos iguales con una dada r 'y
con la traza t, de cualquier plano que la contenga, es
la circunferencia de centro L) (punto de fuga de r)y
radio, la distancia L’V de éste al punto de vista. Esta
circunferencia se llama circulo de medida y la desig-
naremos por C,,.

Como s, ha de fugar en C,, y en [,, (por pertenecer a
o), su punto de fuga es la interseccién L) de [,y C,, ¥



su imagen s, = T,L, cortaa r’ en A’, siendo T A’ la
imagen del segmento T A = /.

Para facilitar la nomenclatura, llamaremos rectas o
rayos de medida a las rectas como las s,; punto de
medida, a su punto de fuga L, que designaremos por
M.y plano de medida, al o, determinado por la recta y
su rayo de medida.

Una vez elegido el plano «, su recta limite /,, deter-
mina sobre C,, dos puntos de medida: el M,,, del rayo
s, yel M,, del s, cuya perspectiva s, corta a r’ en el
mismo punto A’.

Para llevar una longitud AB = d, a partir del punto
A’ de r’, se traza por A’ el rayo de medida s; =M, A’y
a partir de su traza 7, se lleva sobre ¢, la longitud
T,T,=d. Elrayode medidan’=7T,M, cortaar’enel
extremo B’ del segmento A~ B’ buscado.

Elradio L'L, = L)V de C, se obtiene, por abatimien-
to del tridngulo VPL,, trazando el radio P(V) del cir-
culo distancia, perpendicular a PL), siendo (V)L = VL]
el radio buscado. De lo expuesto, se deduce:

Fig. 31.20.—Imdgenes de segmentos
de longitud dada.

31.21. Construcciones auxiliares

Sirven para llevar sobre una recta segmentos igua-
les o proporcionales a otros, dados en perspectiva, sin
utilizar el punto de medida, como puede verse en los
ejercicios que siguen:

1°) Sobre una recta r’, de punto de fuga L] (Fig.
31.21) se da un segmento A’ B’. Llevar sucesivamente
sobre r’, a partir de B’, dos segmentos iguales a AB.

Solucion: a) Por haz de paralelas. Basta trazar por
r un plano arbitrario, de recta limite /’a (Fig. a) y por
A’, la frontal del plano de imagen f’ paralela a [’a.
Sobre f~ se llevan luego, a partir de A’, tres segmentos
iguales A’B, = B,C, = C,D, (de longitud arbitraria
a) y se traza la recta B,B’ que corta a [, en L,. Las

(a) Por haz se paralelas.

31. PROYECCION CONICA O CENTRAL

a) Las paralelas a r tienen el mismo circulo de
medida.

b) Las paralelas a r situadas en & o en planos para-
lelos a él, tienen el mismo punto de medida.

¢) Si r es normal al cuadro, el circulo de medida C,,
coincide con el circulo de distancia C,,.

EJEMPLO: A partir de un punto A’ de una recta
dada r = TL), llevar sucesivamente tres segmentos, de
longitudes respectivas a, b y ¢ (Fig. 31.20).

Solucion: Una vez elegido el plano de medida ¢, - [,
que contiene a r, se traza el radio P(V) de C,, normal
a PL], cuyo extremo determina el radio L’(V) del cir-
culo de medida C,, de r. El punto de cortede [,y C,, es
el punto de medida M, de r, (no es necesario el otro
punto de medida M)).

A partir de la traza A, del rayo de medida M.A’, se lle-
van sobre ¢, las longitudes dadas AB, =a, BC,=by
C,D, = c. Los rayos de medida, trazados por B, C,y D,,
determinan sobre r’ las imadgenes A’B’, B’C’y C’D’ de
los segmentos buscados. (Ver cap. 34 de n/E. de G.D.).

(b) Por paralelégramos iguales.

Fig. 31.21.—Segmentos iguales a uno dado en perspectiva.

rectas L,C, y L, D, son imagenes de paralelas, igual-
mente distanciadas, que determinan sobre r’, segmen-
tos BC= CD = AB.

b) Por paralelogramos iguales (Fig. b). Resulta
mds préctico si hay que llevar sobre r varios segmen-
tos iguales. Consiste en trazar por A’ un segmento ¢’ =
A’A] de direccioén y longitud arbitraria y por A, y M,
(punto medio de a’), paralelas a r, fugantes en L), que
cortan a la paralela B’'B)aa’,en B,y M,.

Si por la intersecciéon C’ de A)M, y r’ se traza la
paralela ¢’ = C’C, a a’, la recta A)C’ es diagonal del
paralelogramo AA C,C y determina dos paralelogra-
mos iguales AA,B,B 'y BB,C,C, siendo AB = BC.
Repitiendo la operacién se obtienen nuevas diagonales
B.D’, CE’, D)F’, ..., paralelas entre si, que determi-
nan segmentos iguales AB = BC = CD ... = etc.
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2°) Dados dos segmentos A’B’ y C’D’, situados
en un plano de recta limite 1, (Fig. 31.22) y un punto
E’, en A’B’, hallar un punto F’ en C’'D’ que divida a
éste en la proporcion CF/FD = AE/EB.

Solucion: Si proyectamos los puntos dados desde
dos puntos arbitrarios L)y L de ., las intersecciones
de los rayos extremos determinan la recta r’ = M’N’
que corta al rayo LE’, en Q’. El rayo L)@’ divide al
segmento CD en segmentos proporcionales a AE y
EB.

Fig. 31.22.—Segmentos proporcionales a otros dos.

En efecto, las paralelas fugantes en L’a cortan a r y
a en segmentos proporcionales y lo mismo sucede con
las fugantes en L), respecto a r y ¢, luego CF/FD =
AE/EB.

3°) Dada la perspectiva A’B’M’N’ del hueco de una
puerta de garaje abierta en un muro vertical (Fig.

222

31.23), dibujar otros tres huecos sucesivos, iguales al
dado, separados entre s la distancia perspectiva B’C’.

Solucion: El problema se reduce a llevar sobre r’
segmentos sucesivos iguales a AB y BC. Para ello, se

Fig. 31.23.—Puertas de garaje igualmente separadas.

traza por A’ la paralela a’ a 1} y desde un punto arbi-
trario L, de [, se proyectan A’B’y B’ C’ sobre a’, en
A’B]y B’,C.. Por B,y C, se trazan luego paralelas a
r, fugantes en L), que cortan a la paralela ¢’ a [, traza-
da por C’, en D, y E, y estos puntos se proyectan
desde L), sobre r’, en D’y E’. Los huecos restantes se
obtienen de forma andloga.

En efecto, los segmentos CD, y D_E, son iguales a
AB, y B,C, por paralelas comprendidas entre parale-
las, luego las paralelas fugantes en L), trazadas por sus
extremos, determinan sobre r segmentos CD = ABy
DE = BC. (Ver cap. 35 de n/E. de G.D.).



32.1. Generalidades

Si a través de un cristal (cuadro) miramos un objeto
con un solo ojo (centro de proyeccién), manteniendo
el otro cerrado, y dibujamos sobre el cristal el objeto,
tal y como lo vemos, se obtiene la perspectiva conica
o central del mismo pero en tales perspectivas resulta
dificil determinar a primera vista: la horizontalidad o
verticalidad de planos y lineas, el tamafio de la figura
y su distancia al cuadro, la posicidn (vertical o inclina-
da) del cuadro, ..., etc.

Tales inconvenientes desaparecen, utilizando ciertas
condiciones y planos auxiliares horizontales de refe-
rencia que, sin modificar las propiedades caracteristi-
cas de la proyeccién central, ayudan a “ver” en el
espacio la forma, posicién y situacion del objeto.

Esta es la llamada perspectiva lineal. Sus elementos
fundamentales son, lo mismo que en cénica, el punto
de vista V (ojo del observador) y el cuadro =z (Fig.
32.1) y sus elementos axuliares o de referencia, los
siguientes:

El plano de horizonte u horizonte del observador.
Es el plano horizontal, trazado por V, que corta al cua-
dro, segin una horizontal % (linea de horizonte).

El plano geometral. Es un plano horizontal arbitra-
rio (coincidente, por lo general, con el suelo o base de
las edificaciones u objetos) que corta al cuadro y al
plano de desvanecimiento, segin las horizontales ¢ y
d, llamadas linea de tierra y de desvanecimiento, res-
pectivamente.

32. PERSPECTIVA
LINEAL

PLANO DE HORIZONTE

PLANO GEOMETRAL

(a) Elementos auxiliares.

Fig. 32.1.—Perspectiva lineal.

El cuadro es vertical (normal a los planos geome-
tral y de horizonte) y el punto principal P incide en A.
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Las referencias que aparecen en el dibujo (Fig. b)
son: las horizontales h y t y el punto principal P, inci-
dente con A. El circulo distancia se sustituye por sus
dos puntos de interseccién A con h, llamados puntos
de distancia o puntos distancia, o por uno solo de
ellos. El plano geometral queda asi representado por
su traza ¢ y recta limite A.

La altura A, de V sobre ¢l geometral se llama altura
de vision (ancho perspectivo del geometral) y la dis-
tancia 6 = PA = PV, distancia de visién por ser la
distancia a la que se coloca el punto de vista para
dibujar la perspectiva y a la que debemos colocarnos
luego para que, al contemplarla, nos produzca efecto
de realidad.

En las aplicaciones précticas, el observador solo
puede ver los puntos situados delante de él. De aqui,
que de los dos semiespacios determinados por el plano
de desvanecimiento, se denomine semiespacio visible
el que contiene al cuadro.

A P A _h

(b) Referencias en el dibujo.

Fig. 32.1.— Perspectiva lineal.

32.2. Representacion del punto

En perspectiva lineal (Fig. 32.2-a), un punto A se
proyecta ortogonalmente sobre el geometral, en A, y
ambos se proyectan luego, desde V, sobre el cuadro,
en A’ y A,. La proyeccién A’ se llama perspectiva o
proyeccion directa de A y la A}, proyeccion horizontal
(perspectiva de la proyeccién horizontal A ).

Por ser AA, vertical (normal al geometral), el plano
proyectante [VA,A,] y su traza A’A; con el cuadro tam-
bién lo son. Por tanto: la recta A’A; que une las pro-
yecciones de un punto (linea de referencia) ha de ser
vertical (normal a h).

El punto A =A’ - A, queda asi definido por sus pro-
yecciones y se determina en el espacio, trazando el
rayo VA] hasta que corte al geometral, en A,, y por
este punto, la vertical A,A que corta al rayo VA’, en A.

El plano del cuadro y el de desvanecimiento divi-
den el espacio en tres regiones (la III, situada detras
del observador, es oculta) y 2 y ¢ dividen al plano del
dibyjo en tres regiones &,, T, y T, con las que hemos
de trabajar (Fig. b).
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Fig. 32.2.—Representacion del punto.
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Los puntos A, By C, situados en (1), en el cuadro o

en (II), tienen sus proyecciones horizontales A;, B; y
J, en m, t o m,. Si pertenece al plano de desvaneci-

miento (punto D), su imagen es impropia y si es un
punto impropio I, =1, del plano geometral, I’ = 1],
estd en A.

En las regiones vistas 1 y II, segtin que el punto esté
encima, en o debajo del geometral, la proyeccién
directa estd encima, confundida, o debajo de la pro-
yeccion horizontal respectiva, sucediendo a la inversa
en la region I1I.

32.3. Representacion de la recta

Las proyecciones de una recta (Fig. 32.3) se deter-
minan uniendo las proyecciones homénimas de dos

Fig. 32.3.—Representacion de la recta.
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(a) Horizontal. (b) Frontal. (c)Paralela (d) Contenida (e) Contenida -.%_——"’E)d

en el horizontal. en el cuadro.

(a) Vertical. (b) Normal (c) Forma el (d) Forma 45° (e) Pasa por la
al cuadro. 4ngulo Yy con con el cuadro. linea de desva-
el cuadro. necimiento.

at.

Fig. 32.4.—Rectas paralelas o contenidas en el

geometral o en el cuadro. Fig. 32.5.—Otras posiciones de la recta.

opaco. La traza geometral separa, por tanto, la parte
vista y oculta de la recta y T, las partes situadas
delantes y detras del cuadro. La parte vista de la recta
(situada delante del observador) es la semirecta GC’-

puntos A y B de ella, siendo r’ = A’B’ la proyeccién
directa y r; = A;B), la horizontal. Generalmente viene
dada por su traza T,-T,, y su punto limite o de fuga F-

., de proyecciones T,, y F,, situnadas en ty A, respec-

tivamente. Para hallar éstas, se prolonga r; y por sus
intersecciones T, y F, con t y h, se trazan las vertica-
les de referencia que cortanar’, enT,y F).

La traza de r con el geometral es la interseccion G-
G, de r’ y r;. Para simplificar las notaciones, los tres
puntos notables de la recta se representan s6lo por sus
perspectivas T, Fy G, prescindiéndose de sus pro-
yecciones horizontales que han de estaren t, hy r;.

El cuadro se considera transparente y el geometral,

G.C,

Como ejercicio, en las figuras 32.4 y 5 se han
representado distintas posiciones de una recta. La
recta r (Fig. 32.5) forma el dngulo ycon el cuadro, por
fugar en el circulo de inclinacién C, (nim. 31,19); la
m forma 45° con el cuadro, por fugar en €l circulo dis-
tancia C,, y la s, de proyecciones paralelas, corta al
geometral en la linea de desvanecimiento, por ser
impropia su traza geometral.
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32.4. Representacion del plano

El plano o (Fig. 32.6) se representa por su traza f, y
su recta limite /). La traza con el geometral se halla,
como interseccion g, =T F, de a con el plano geome-
tral {z, h], siendo T, =[1,t,] y F, = [h, 1], lo cual per-
mite hallar una de las tres rectas, conociendo las otras
dos.

Toda recta de un plano tiene su traza y punto de
fuga en la traza y recta limite del plano.
Reciprocamente, si un plano contiene a una recta, su
traza y recta limite pasan por la traza y recta limite de
la recta.

La horizontal A’-h; de ot fuga en F, = F’ y tiene su
traza T, en t,. La frontal f tiene sus proyecciones f’ y

U ml
m
ta
9 Nt
ry \
(a) Horizontal.  (b) Frontal. (d) De traza
(c) Paraleloat.  geometral
g=d.

Fig. 32.7.— Plano paralelos al geometral, al cuadroy at.

f, paralelas a t, y t, respectivamente, y corta a h’-h,,
en B’-B,.

Para que un punto A pertenezca a un plano, ha de
pertenecer a una recta r de éste. Reciprocamente, para
trazar un plano que pase por un punto A, se traza por
A una recta r y se hallan su traza 7, y punto de fuga F
que determinan la traza y recta limite, de direccién
arbitraria, t, y [, de a.

En las figura 32.7 y 8 se han representado diversas
posiciones del plano. El plano & (Fig. 32.7) es paralelo
a la linea de tierra y de traza geometral coincidente
con la linea de desvanecimiento.

32.5. Intersecciones y paralelismo
Todo lo dicho en proyeccién central sobre intersec-

ciones y paralelismo (nims. 31,5 a 31,12) es vélido en
perspectiva lineal, por lo que no insistiremos sobre ello.
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Fig. 32.8.—Orras posiciones del plano.

32.6. Abatimientos

El método general de abatimiento de un plano es
idéntico al explicado en proyeccién central, como
veremos en los ejercicios que siguen:

a) Dibujar la perspectiva de un cuadrado de plano
t,-1.y lado a = AB, dado (Fig. 32.9).

Primeramente se abate V sobre el cuadro, trazando
por P la perpendicular PN y la paralela P(V), = PAy
luego, el arco de centro N y radio N(V), que corta a
NP, en (V). El abatimiento (a) de a=T,F, es la parale-
laa (V)F, trazada por T,, que corta a los rayos (V)A’y
(V)B’ en los abatimientos (A) y (B)de Ay B.

Se construye luego el cuadrado (A)(B}C)(D), de
lado (A }(B), y se desabate en A’B’C’D’, por medio
de sus trazas T, y T. y del punto de fuga F, de b’, sien-
do (V)F, paralela a (b).

b) Abatimiento de un tridngulo A’B’C’, de plano
vertical t-1, (Fig. 32.10)
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\\ \A h

i) ___::__\ J(V)

] ) Fig. 32.11a.—Abatimiento del plano geometral.
Fig. 32.9.—Abatimiento de un plano cualquiera.

El abatimiento (g,) de g_, coincide con ¢y el (V) de d) Abatimiento sobre un plano frontal. A veces
V, situado sobre A, coincide con el punto de medida interesa abatir figuras de plano horizontal, sobre un
M, de g, (tomando el geometral como plano de medi- plano frontal (paralelo al cuadro).
da).

El lado BC se ha abatido por medio de la paralela B)

(a) a(V)F,quecortaa (V)B'y (V)C’,en (B)y (C)yel
¢ = BA, por medio de su traza 7. (©)
A3 P Fa_h
m | \@ N Ao
NS X el
%\ / //' ,,z' \}\ :'
S\ SN AN
h Bo“\ /M A
\\‘ m ar Cl
B

Fig. 32.11b.—Abatimiento sobre un plano frontal.

En la figura 32.11-b, para dibujar la perspectiva del
tridngulo equildtero de lado A’B’, dado, se traza por
el extremo A’, por ejemplo, la frontal f’, paralela a A,

@) G G)

Flg 32.10.—Abatimiento de un plano vertical, y por B’, la normal m al cuadro (fugante en P), abatida
sobre el plano frontal de chamela f~, en la normal (m)
c) Abatimiento del cuadrildtero A’B’C’D’ del plano  a f. La longitud M(B) de MB se obtiene, por medio

geometral (Fig. 32.11-a) del punto de medida reducido de m’, siendo M(B) =
El método general se simplifica mucho porsertyh  3MB,y (a) = A’ (B), el abatimiento de a’ = A’B’.
la traza y recta limite del plano geometral. Se construye luego el tridngulo equilitero A’(B}(C)

El abatimiento (V) de V es la interseccién del arco y por (C), se trazan la perpendicular (s) a f y la parale-
de centro P y radio PA con la perpendicular P(V) a h, la (n) a (a), desabatidas en s” y n’ (fugante en F,) que
y el (d) del lado d, por ejemplo, es la paralela a (V)F, se cortan en el vértice C’ del tridngulo buscado
trazada por 7. A'B'C’.
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32.7. Perpendicularidad

Los problemas de perpendicularidad entre recta y
plano se resuelven (ndms. 31,14 a 21,17), hallando el
punto de fuga de la direccién normal al plano o a la
inversa, hallando la recta limite de los planos norma-
les de la recta.

Asfi, para trazar por un punto A’-A; (Fig. 32.12) la
perpendicular r a un plano ¢,-I,, se halla el punto de
fuga F’ de las normales a ¢, trazando por P (nim.
31,14) la perpendicular PN y la paralela P(V) = PAy
luego, por (V), la perpendicular a N(V) que corta a NP,
en F, siendo r =A’F-AF,, la perpendicular buscada.

La interseccion I’-1; de r y « se ha hallado, por
medio del plano vertical 75-g; que contiene a r y corta
a @, segun larecta i = T,G, siendo I’ la interseccion de
i'yr’.

Fig. 32.12.—Recta perpendicular a un plano.

32.8. Angulos. Circulo de inclinaciéon

Como ejemplo de lo dicho en los ndms. 31,17 a
31,19, para dibujar una recta contenida en un plano
vertical ¢,-1;, que pase por el punto G de g, (Fig. 32.13)
y forme con el cuadro un angulo ¢, se traza el circulo
de inclinacioén C,, de centro P y radio PF’, obtenido
como cateto del tridngulo rectdngulo P(V)F’ de cateto
conocido P(V) = PAy 4ngulo P(V)F’ = B=90°- .

Los punto de corte de [,y C, son los puntos de fuga
F)y F, de las rectas buscadas a’ =G’F)y b’ =G'F,,
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Fig. 32.13.—Recta qur forma un dngulo & con el cuadro.

32.9. Circulo y punto de medida

a) Lo dicho en proyeccién central (nim. 31,20)
sirve también para la perspectiva lineal. Como plano
de medida suele tomarse uno de traza horizontal, o
sea, paralelo a t. Asi, para llevar sobre una recta r’-r;
(Fig. 32.14) una serie de segmentos de longitud /,
(graduacién de la recta), se toma como plano de medi-
dael t,-1,, paralelo a t.

(______
£\

Fig. 32.14.— Graduacion de una recta.

Para hallar el punto de medida M, de , se traza P(V)
= PA, normal a PF, siendo F(V) el radio del circulo
de medida C, de r que corta a [}, en M,. Se toma luego
sobre t,, a partir de T, los segmentos 7,7, = T, T, = ... =
l'y se trazan los rayos de medida M, T, M,T,, ..., etc., que
determinan los puntos de division A’B’, ... de r’.



b) Si la recta s es horizontal (Fig. 32.15), el plano
de medida es el horizontal de traza ¢, y el circulo de
medida, el C,, de radio F; (V), que corta a [, = h, en
M_, y lo mismo se haria si r estd en el geometral que
serfa, en este caso, el plano de medida.

<

Fig. 32.15.—Graduacion de horizontales.

El punto de medida de las normales al cuadro situa-
das en el geometral (rectas de profundidad) es el
punto de distancia A. Para dibujar la perspectiva del

P h A/3
rd
. /;I;I' I‘\\ 4;’}"
PSRN P
, N L
. \ .
Ay
’ \ L
\ 4
1/ AN ®e A
’ ’ / \ \ K \ /” ______ >
DI , J/ I’F \ \&;‘1 ______
.4l L —— le==" 2\’
H/—~ [oo=== T ZA\G
L P | Voo o7 N t
iy A = i V7V VAN
Al I {
fe— /3 —

Fig. 32.16.— Efecto de profundidad por cuadriculado.

cuadrado de lado AB = [, por ejemplo, (Fig. 32.16), se
ha utilizado el punto de medida reducido A/3 y el rayo
de medida reducido que pasa por C, y corta al lado
BC,en C’, siendo BC, = I/3.

Para acentuar el efecto de profundidad de la pers-
pectiva ABC’D’, los lados AB y BC se han dividido
en cuatro partes iguales y por los puntos de divisidn,
se han trazado perpendiculares y paralelas a t. Los

32. PERSPECTIVA LINEAL

puntos de divisién del lado BC se obtienen por rayos
de medida reducidos. También puede dividirse la
mediatriz EF de AB por sus intersecciones con las
diagonales BD, BH y GD del cuadrado y de los dos
semicuadrados ABGH y HGCD.

¢) Como las frontales tienen su traza y punto limite
impropios (Fig. 32.17), para medir el segmento GB de

(a) Frontal

o

p 24

#
&

(b) Vertical.

Fig. 32.17.— Puntos de medida de frontales.

f’-f; (Fig. a), basta trazar dos normales al cuadro o dos
horizontales que pasen por G y B. Las trazas de estas
rectas determinan los segmentos T,T,= T,T,= GB =
I por ser GBT,T, un rectangulo y GBT,T,, un paralel6-
gramo. El punto medio A de GB se halla directamente
o por medio del rayo de medida T,P.

En el caso de verticales o paralelas a ¢, se emplea el
mismo artificio (Fig. b).

d) Para llevar segmentos proporcionales a otro,
dado en perspectiva, no es necesario el punto de medi-
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da. Asi, dada la perspectiva A’B’C’D’ de la fachada
representada en alzado (Fig. 32.18) se pueden dibujar
- directamente sobre ella, los huecos de puerta y venta-
na, tomando sobre la paralela r, a A segmentos a, b, c,
..., iguales o proporcionales a los del alzado y trazando

B C
m
n
]
1
! D
Tan
]
......... F _h
D.---""
.
50D
i
a

Fig. 32.18.—Trazado prdctico de distancias.

por los puntos de division, paralelas fugantes en F’
(interseccién de D,D’ con h) que determinan sobre r’
los bordes verticales de los huecos.

Las alturas se obtienen, dividiendo la arista vertical
A’ B’ en partes proporcionales a m, n'y ¢, como se ve
en la figura.

32.10. Coordenadas perspectivas del punto

Sirven para hallar la perspectiva de un punto A
(Fig. 32.19), por medio de sus coordenadas, referidas

32.11. Punto de fuga reducido

a) Sirve para trazar por un punto, de imagen A’
(Fig. 32.20), 1a perspectiva @’ de una horizontal cuyo
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a tres ejes coordenados. El eje X se hace coincidir con
la linea de tierra ¢t y el Z, normal a ella y contenido en
el cuadro. El eje Y, normal al cuadro, fuga en P y el
centro O se coloca a un lado (generalmente, a la
izquierda de la figura).

En este sistema, andlogo al de caballera, los ejes X
y Z estan en verdadera magnitud y el Y’, en perspecti-
va. Para determinar y’ se toma sobre ¢, a partir de O,
OY =y, en verdadera magnitud. El rayo AY corta al
gje Y’ enelextremo Y’ de OY’ =y,

A P h
\
Z -1__:: ________________ Az
__________ ..
/ t
Ya

Fig. 32.19.—Coordenadas perspectivas de un punto A.

Para hallar la perspectiva A’ del punto de coordena-
das x,, y, y z,, se toma luego QY =y, y por la intersec-
cién Y’ de AY con y’, se traza la paralela a t que corta
a PX en la proyeccidn horizontal A;. La perspectiva A’
es la interseccidn de la vertical A;A’ con la perpendi-
cular PA; al cuadro, trazada por A, siendo XA, =z,.

El eje y’ se llama de profundidad y el Z, de altura,
como asi se denominan sus coordenadas respectivas.

CONSTRUCCIONES AUXILIARES

punto de fuga F’ se sale del dibujo pero se conoce su
distancia PF’ a P como sucede, por ejemplo, al dibu-
jar la perspectiva, partiendo de sus proyecciones dié-
dricas.



En este caso, se traza el segmento PA’ y se divide
en tres partes iguales, por ejemplo. Si por el primer
punto de divisién M, se traza la paralela a a’, cortard a
h en un punto F; tal que PF; = PF’/3, por ser homoté-
ticos los tridngulos PMF)y PA’F’ y de razén 1/3. El
punto F se llama punto de fuga reducido y se designa
con el subindice r o con la notacién F’/3, F'/4, ..., etc.,
segin la fraccién que represente de PF. De aqui, la
construccion:

Fig. 32.20.— Punto de fuga reducido.

Elegir el punto de fuga reducido F, = F’/3; dividir
el segmento PA’ en tres partes iguales y trazar por A’
la paralela a’ a MF, siendo M el primer punto de divi-
si6n de PA’. Lo mismo se haria si, en vez de A’, se
conoce la traza T, de larecta b’.

b) Punto de fuga inaccesible. (Ver nim. 31.9-b y c).

32.12. Punto de medida reducido

a) sea la horizontal a =T,F, (Fig. 32.21) sobre la que
se ha llevado la longitud T A = T,M = [, por medio del
rayo de medida M M. Si dobre ¢ se lleva TN = I/3, la
recta NA’ cortard a i en un punto M, y se vertificard
(por ser h 'y t paralelas): F M, = F,M/3.

El punto M,, es el punto de medida reducido y se
designa con el subindice r o con la notacién M, /3 (por
ser 1/3 la reduccién efectnada); NM,, es el rayo de
medida reducido y corta a a’, en el extremo A’ del
segmento T A = L. De aqui, la construccién:

Una vez elegido sobre 4 el punto de medida reduci-
do M,, = M,/3, se toma sobre ¢ la longitud TN = I/3.
El rayo de medida reducido M, N corta a a’ en el
extremo A’ del segmento buscado T A = L

32. PERSPECTIVA LINEAL

Si el punto de fuga o el de medida son inaccesibles,
se toma una distancia de vision reducida (1/3, por
ejemplo) y se abaten los dos puntos de vista, el real y
el reducido, en (V) y (V,), siendo P(V,) = P(V)/3). Con
centro en el punto de fuga reducido E, = F;/3 y radio
E.(V,), se traza luego un arco que corta a h, en m, y
determina el tridngulo F,(V )m, semejante al real
F(V)M, de razén 1/3, y se procede como sigue:

Fig. 32.21.— Punto de medida reducido.

b) Punto de medida M, inaccesible. Basta tomar F.M,,
= F m,, lo cual exige conocer F..

c) Punto de fuga F) inaccesible. Se determina por
su distancia PM,, = 3Pm,, siendo m,, un punto que
dista de F) la longitud F m, = F m/3. En efecto,
de la construccién efectuada se deduce:

PF, _ m,F,

PFF  m,F.=M,F

de donde:

ar

PF, -m,F, Pm 1

PF-M_F, PM 3

ar® a ar

Los puntos m, y m,, son auxiliares, sin ningun otro
significado.

d) Como ejemplo de lo expuesto, en la figura 32.22,
se ha dibujado la perspectiva de cinco postes vertica-
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les, de altura igual a la de uno dado A ’B’, alineados

M.C, de C’. Las separaciones restantes C'D’, D’E’, ...
en direccién a = T F), a distancia igual a cinco veces se han hallado, por paralelégramos iguales (nim
su altura, habiéndose utilizado el punto de vista redu- 31,21-1°b).
cido (V,) =(V)/3 y el punto de medida reducido M, = c) El punto de medida reducido de las normales al
M/3, distante de F)lalongitud F,M, = FN. cuadro coincide con el punto de distancia reducido A,

como se ve (Figura 32.23) en la perspectiva de la calle
-l

’ S
rd i\ ~
e I’ [ ~
4 4 () \
4 ’ [} AN
4 s [ AN
,’ // : \‘ \
\
/ e [ \ h
’ G [ \
7 II ] \‘ \‘
]
’ ’
! 1 L} \
Br. __llTb,’ o \ \ a
N S ST brr ;A
Peel  RES--- —_—
N/ M i Fa L
T .~ ™ -y
H 0 P EeRI A3 .-
i ,’ ___>\—— ~ <~E’:\\ , -
o ~ - -~ -~
il ]--D W L e (
L~~~ ’ '~ _ - - -
i ’,/C ‘\\
'( z’é’ A
// : -7 S
.
~ . . )
Ao, al gl N Co t Fig. 32.23.— Punto de medida reducido de normales al cuadro.
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Fig. 32.22.— Postes distanciados cinco veces su altura.

formada por cuatro pilas de paja de forma paralele-

pipédica, de altura a y base cuadrada de arista 2a, ali-
neadas en direccién r, normal al cuadro, y distancia-

Las trazas T, y 7T, de a y de la paralela b a ella, das entre si la longitud 2a.

determinan la altura H = T,T, de los postes. La separa-

cién AC del segundo poste se ha hallado, trazando el

rayo de medida M A’ de A’ y tomando sobre ¢ 1a longi-

Para llevar sobre r las distancias 7.8 = BC = CD=
tud A,C, = 5H/3 que determina el rayo de medida

... = 2a, se ha tomado sobre £ el punto de medida A, =

A8y, sobre t, los segmentos T,.B, = B,C, = C,D, = ...
= etc., de longitud [ = 2a/8 = a/4.
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33. PERSPECTIVA DE LINEAS Y )
SUPERFICIES. PERSPECTIVA PRACTICA

33.1. Perspectiva de la circunferencia

Los rayos proyectantes de una circunferencia ¢
(Fig. 33.1) determinan una superficie c6nica de vérti-
ce V que corta al cuadro, segiin la perspectiva ¢’ de .
Si o es exterior, tangente o secante a la linea de desva-
necimiento d, ¢° es elipse, pardbola o hipérbola, res-
pectivamente. Si el plano de o es paralelo al cuadro o
pasa por V, ¢ es una circunferencia o un segmento,
respectivamente.

Fig. 33.1.— Perspectiva de circunferencia exterior a d.

33.2. Circunferencia de plano o

La perspectiva se halla, por abatimiento de « sobre
el cuadro o sobre un plano frontal, por los métodos
que siguen:

1°) Abatimiento sobre el cuadro (Fig. 33.2). La
perspectiva ¢’ y el abatimiento (6) de la circunferen-
cia o de centro O’ y radio R, se corresponden (ntim.
31,12) en una homologia, de eje ¢,y centro (V) (abati-
miento de V, alrededor de [)).

El cuadrado circunscrito a o, de imagen E’F’C’D’,
se determina trazando por O’ lanormal n =7,L, a ¢,

Fig. 33.2.— Por puntos y tangentes.

abatida en (n), y las paralelas c y d a n, a distancia R
de ella, que cortan al didmetro frontal de 6,en A’y B’.
El vértice C’ se halla por medio del punto de medida
reducido M,, =M,/2 de n y del rayo de medida reduci-
do M, C, (siendo B'C, = B'O’/2) que cortaa ¢’ y n’,
en C’ e I, y determina los lados C’ D’y E’ F~ parale-
losatz,

Las diagonales abatidas (E)(C) y (F)(D) forman 45°
con t, se cortan en el abatimiento (O) del centro de
(0) y cortan a ésta en los puntos (S) y (T) de tangentes
(s) y (t) paralelas a aquellas: Al desabatir, se obtienen
las tangentes s" y t',en S’y T’, que fuganen M, y M’
y determinan el cuadrildtero circunscrito de diagona-
lesn’y M'G’. Se obtiene asi un octégono circunscrito
que facilita el trazado de ¢°.
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2°) Abatimiento sobre un plano frontal (Fig. 33.3).
La perspectiva ¢’ (no dibujada) y el abatimiento de o
alrededor de la charnela frontal E°F’, por ejemplo,
hasta dejarla frontal, en (o), se corresponden también
(ndm. 34,18-5° de n/E. de G.D.) en una homologia de

Fig. 33.4.—M¢étodo prdctico.

radios (O )(S)y (O)(T), inclinados 45° respecto a 1,
y las tangentes en sus extremos, que determinan los

L, lados s’ y ¢’ y completan el octégono circunscrito a ¢’
Vg
. N
lo.” " I
P
/ ‘,—::/ [
/‘a”:ﬂ" l'
. .. . Pt §/2 ,'
Fig. 33.3.— Por didmetros conjugados. . T h
gl ' Mn
: Fabnl P .. / ‘\\\ ‘:A’ 'l 4
eje EF y centro de homologia (V) (abatimiento de V \“8\ : / h
\ P 1 ’

alrededor de [)). El abatimiento de la normal » a ¢,,
trazada por O, es la normal (n) a E’F’ que corta al
rayo (V)O’ en el abatimiento (O) del centro de la cir-
cunferencia abatida (o), de radio (O )D’ = D’ F".
Luego se dibuja el didmetro frontal A’B’ y el cuadra-
do circunscrito C’D’E’F’, como antes se ha explicado,
y se aplica uno de los cuatro métodos que siguen:

a) Por didmetros conjugados (Fig. 33.3). El didme-
tro conjugado del d’ = G’D’ es el M’N’ paralelo a
E’ F’, trazado por I’ (punto medio de G’D’) y se
obtiene, como homélogo de la cuerda f = (M)(N) de
(o), paralela a E’F, trazada por el homélogo (I) de
I.

b) Método abreviado o del octégonmo circunscrito
(Fig. 33.4). Se deduce del explicado en la figura 33.2.
La circunferencia se abate alrededor de E’F’, en (0)
(tomando, sobre (n), I'(0) = T'F) y se trazan los
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Fig. 33.5.—Método proyectivo

¢) Método proyectivo (Fig. 33.5). Es una aplicacién
inmediata del trazado de la elipse, por puntos, por
haces proyectivos (nim. 10,4-2°). En el rectdngulo de
imagen A’B’F’E’, el semilado ML’ y el semididme-
tro O’ M’ se dividen en cuatro partes iguales, por



Fig. 33.6.—Por paralelas y normales a t,.

ejemplo, y las imagenes de los puntos de division 1,
2, ..,etc,y1’, 2, .., etc, se unen con A’ y B’, res-
pectivamente. Las intersecciones de los pares de rayos
homoélogos (A’1,y B’1’), (A’2, y B’2’), ... son puntos
de o’. Los puntos 1°, 2’ y 3’ se hallan, teniendo en
cuenta que el punto 2’ es el de corte de A’F’ y B’E’ y
divide al rectdngulo A’B’F’E’ en otros dos iguales,
cuyas diagonales se cortan en 1’ y 3°. Como se ve, no
es necesario abatir ©.

d) Por paralelas y normales a t, (Fig. 33.6). Se
abate la semicircunferencia de didmetro AB, en (0), y
se divide en ocho partes iguales, a partir de A’. Si por
los puntos de divisién (C) y (E) se trazan paralelas y
normales a ¢, se forma el cuadrado (C)YF)(E)(G), de
vértices (F) y (G) situados en la diagonal O’(F). De
aqui, la construccién:

Por los puntos de divisién de (o), se trazan norma-
les a A’B’ y sus imigenes, fugantes en L, que cortan a
la diagonal O’F’ en F’, D’, G’, ..., etc. Las frontales
trazadas por F’ y G’ cortan a L)G’ y L F’, en los pun-
tos C’y E’ de 0’. (Ver nims. 34,18 a 34,21 de n/E. de
G.D.)).

33.3. Circunferencia de plano vertical

Puede aplicarse cualquiera de los métodos del ndm.
33,2. Asi, la perspectiva de la boca semicircular de
centro O y radio R de un tunel, situada en el plano 7,-
1, (Fig. 33.7), se ha hallado por el método abreviado
(nim. 33,2-b), trazando el semicuadrado ABDE cir-
cunscrito a 0, por medio del punto de medida M,, =

33. PERSPECTIVA DE LINEAS Y SUPERFICIES. PERSPECTIVA PRACTICA

Fig. 33.7.— Circunferencia de plano vertical.

M /4 de la traza geometral a = g, de o y abatiendo ©,
alrededor de A E’ hasta dejarla frontal en (G,).

Didmetros conjugados. Para hallarlos, se ha abatido
o, en sentido contrario a (0, ), en (o). El semididmetro
conjugado de AB es el CD, paralelo a t,, trazado por
C’ (punto medio de A’ B’) y se obtiene como homélo-
go de la semicuerda ( C)(D) de (o), trazada por el
homélogo (C) de C’.

La traza geometral n’ de la pared del tdnel, normal
a a, es la paralela n” a la recta n,, fugante en F,/4, tra-
zada, por A}, siendo F)A, = FA’/4 (nim. 32,11).

4

d

ks il T Py

Ag\
F R/2 —+ R/2 i

Fig. 33.8.—Circunferencia de plano vertical normal al cuadro.

Si o es normal al cuadro, las construcciones son
mas sencillas, como se ve en la figura 33.8.
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(a) De plano horizontal.

(b) Circunferencias concéntricas.

Fig. 33.9. - Circunferencias.

33.4. Circunferencia de plano horizontal

a) Los métodos expuestos se simplifican notable-
mente, si & es horizontal, como puede verse en la
perspectiva o’ de o (Fig. 33.9-a), dibujada por el
método del octégono circunscrito (nim. 33,2-b).

b) Circunferencias concéntricas. Como ejemplo,
citaremos los bordes ¢’ y &, de la acera circular, de
centro O y ancho a (Fig. b). Una vez dibujada o, por
el método del octégono circunscrito, la perspectiva G,
se halla facilmente, por el mismo método, teniendo en
cuenta que las cuerdas AB y A B, (limitadas en 6y o,
por el didmetro frontal OA y la diagonal OB) son
paralelas, de imdgenes fugantes en un punto F’ de 1)y
lo mismo sucede con los pares de tangentes t,, t,, y f,
Lo

Si a partir de la traza de la normal ¢A al cuadro, tra-
zada por A, se lleva sobre ¢, el ancho a de la acera, en
verdadera magnitud, se obtiene la normal ¢,, al cua-
dro; el extremo A, del radio frontal O "A] de G; el
punto de corte B, de F’A, con la diagonal O’B’ y la
tangente, en B, de imagen ¢, fugante en A. Los res-
tantes puntos y tangentes se hallan de forma andloga.

33.5. Cilindro

Sea el cilindro de revolucién de eje vertical (Fig.
33.10), altura H y base circular o de centro O y radio
R, situada en el geometral. La perspectiva ¢’ de G se
ha hallado por el método del octégono circunscrito
(nim. 33,4). La base superior es la circunferencia o,
de plano horizontal de traza ¢, distante de ¢ la longitud
H. Su imagen @’ se obtiene directamente, como o’, 0
refiriendo a w los puntos y tangentes de &, como se ve
en la figura.

Las generatrices de contorno aparente son las tan-
gentes verticales t’ y s’ comunes a 0’ y @’, y pueden
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obtenerse directamente, sin dibujar ¢’ ni ®’, como
generatrices de tangencia con el cilindro de los planos
verticales tangentes a €l, trazados por V. Estos planos
cortan al cuadro, segun las verticales ¢’ y s’ (por ser
planos proyectantes), y al geometral, segiin las tan-
gentes a o, trazadas desde la proyeccion horizontal V,
de V. De aqui, la construccién:

4
(0)
Fig. 33.10.— Perspectiva del cilindro.

Abatir 6y V,, en (0) y (V,), siendo (O) la intersec-
cionde (n)y (r)y (V,), el punto de la normal P(V,) at,
distante de ¢ la longitud § = PA. Las tangentes a (o),
desde (V,), cortan a t, en T, y S, y determinan las tan-
gentes ¢’ y s’, buscadas. Refiriendo a ellas los puntos
(T) y (S) de tangencia, se obtienen sus puntos de con-
tactoT’y S’ conG’.



33.6. Cono

Sea el cono (Fig. 33.11) de vértice W’-W, y base
circular, de centro O’ y radio R, situada en el geome-
tral. La imagen de la base es la elipse ¢”, obtenida por
el método abreviado (num. 33.4).

Las generatrices de contorno aparente son las tan-
gentes £’ y s’ a o', desde W’, y pueden obtenerse
directamente, sin dibujar 0’, como generatrices de tan-
gencia de los planos proyectantes o y f, tangentes al
cono, trazados desde V.

Las trazas geometrales de estos planos son las tan-
gentes g, =1’y gz =5’ a 0’ que pasan por la traza geo-
metral G, de la recta a = VW (ndm. 15,3-b) y se
hallan, trazando desde el abatimiento (G,) de G, las
tangentes (t) y (s) a (o). Al desabatir se obtienen ¢’ y
s’y los puntos de tangencia T’y S’.

El abatimiento (G,), homdélogo de G, se obtiene
como interseccién de (n) (abatimiento de la normal n
al cuadro, trazada por G,) con el rayo (V)G .

WGy

(Ga)

gy g SO

(Ga)
Fig. 33.11.— Perspectiva de cono.

33.7. Superficie de revolucion

a) Paralelos y meridianos. Sea la superficie de
revolucién de eje e (Fig. 33.12) y meridiano @ de
plano frontal o, formado por tres arcos circulares de
centros 1,2y 3.
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yl

Fig. 33.12.— Perspectiva de una superficie de revolucion.

La imagen ¢’ del ecuador, tangente a ¢, de centro O,
se obtiene por el método abreviado (mim. 33,4).
La homotecia espacial entre paralelos o entre el
paralelo ¢ y el ecuador o se proyecta en perspectiva
(nim. 2,5), segin una homologia de centro I’ (proyec-
cién de la interseccion de AD con el eje), eje i (pro-
yeccion de la interseccion impropia de los plano de ¢
y 0) y par de punto homélogos A’y D’, lo cual permi-
te dibujar ¢’.
La afinidad espacial entre @ y cualquier otro meri-
diano de plano B, por ejemplo, se proyecta, segiin una
homologia de eje e’ (proyeccién de la interseccion de
los planos meridianos), par de puntos homélogos A’ y
B’y centro A (punto de corte de A’B’ y h), siendo A el
abatimiento de V alrededor de la recta limite del plano
meridiano, pudiéndose asi hallar éste, como homélogo
de w’.
La tangente ¢/, a @’, en G’ (punto de corte de @’ y
¢’) corta a e’, en el vértice H’ del cono circunscrito a
la superficie, segtin el paralelo @’
b) Contorno aparente. Es la envolvente A’ de las
imdgenes de los paralelos y meridianos y se halla, por
métodos andlogos a los expuestos en caballera.
El cilindro circunscrito a la superficie, segtin el
meridiano frontal @, se proyecta segiin el cono de vér-
tice Py directriz @’. Las tangentes a ®’, desde P, son
imdgenes de las generatrices del contorno aparente del
cono y son tangentes a la superficie en los mismos
puntos de tangencia (en la figura, s6lo el 77). Asi se
obtienen las siguientes tangentes y puntos de tangen-
cia con el contorno.
- Los M’y N’ de contacto de las tangentes ¢,y 7, a
o', paralelas al eje.

- El de tangencia S’ de la paralela a ¢, tangente al
meridiano de plano .

- Los de contacto K’ y R’ de las tangentes a ¢,
trazadas desde H’, lo cual permite dibujar ficil-
mente el contorno.
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N4

Fig. 33.13.— Perspectiva de la esfera.

Estos puntos de tangencia pueden también hallarse
directamente por las homologias citadas.

33.8. Esfera

Los rayos visuales tangentes a la esfera de centro O
(Fig. 33.13) forman un cono de revolucién, de eje VO
(cono visual de la esfera), cuya seccién por el cuadro
7 es una cénica @’ (contorno aparente de la esfera)
que puede ser hipérbola, pardbola o elipse, segiin que
la esfera sea secante, tangente o esté delante del plano
de desvanecimiento, como sucede en la figura.

Si VO es normal al cuadro, @’ es un circulo. Si Ves
un punto de la esfera, @’ es la traza del plano tangente
en V a la esfera (cono degenerado) y si V es interior a
la esfera, desaparece @’ (no existe contorno perspecti-
Vo).

La perpendicular VP al cuadro determina con VO
un plano (coincidente con el del papel), normal al cua-
dro (por contener a VP), que corta a la esfera, segiin
el circulo maximo o (por pasar por O).

Las secciones del cono por planos paralelos a 7 son
semejantes entre si (homotéticas) y sus imdgenes se
confunde con @’ = A’ B’ luego el plano , paralelo a
7'y tangente a la esfera, en F, cortard el cono segin
una elipse ®” cuyo eje es la traza A”B” de « con el
plano normal a él, trazado por V (nim. 15,6) y sus
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focos, los puntos de tangencia F” y G” de o con las
esferas de centro O y K, tangentes al conoy a .

Los diametros de ambas esferas, de exrremos F” y
G”, son paralelos, por ser normales a ¢, luego el rayo
VG”, pasaré por el extremo G del didmetro FG. Por
otra parte, el centro Q7 de la elipse (punto medio de
A7 B”) es imagen de la interseccién Q de FG con la
proyeccién ortogonal AB del circulo de tangencia del
cono. De aqui, la construccién;

a) Trazar, desde V, las tangentes a y b a ¢ y unir los
puntos de tangencia A y B. Trazar luego el didmetro
FG, perpendicular a 7 que corta a AB, en Q, y pro-
yectarlo todo sobre ¢, desde V. La imagen A’B’ de AB
es el eje mayor de la elipse @ = A’ B’; las imagenes
F” y G” de los extremos del didmetro FG son los
focos y la imagen Q’ de Q, el centro. El eje menor es
la normal a A”B’, por Q’, y sus extremos, las inter-
secciones de éste con el arco de centro F’ o G’ y radio
A'B/2.

b) Si con centro en O’ (imagen de O) se traza la
esfera inscrita en el cono, su seccidén por el plano del
papel es un circulo tangente a VA y VB, cuyo radio es
imagen del radio OM de la esfera dada y su seccién
por el cuadro es imagen del circulo mdximo frontal ¢
de la esfera, proyectado sobre el papel, en MN.

Lo expuesto sirve para hallar la perspectiva de una
esfera de centro O’-0) y radio R, por los métodos que
siguen:



1° Por abatimiento (Fig. 33.14).-
Por O’-0/ se traza la normal n’-n; al
cuadro, de traza T,. El plano «
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i

[VO,n] es el proyectante, de traza ¢,
n’ que abatimos sobre el cuadro, sien-
do (V) y (n) los abatimientos de Vy n
y (O) (interseccidon de (V)O’ y (n)), el
del centro O.

El abatimiento de la seccién o de la
esfera por el plano « es la circunfe-
rencia (o) de centro (O) y radio R que
corta a (n), en (F) y (G). El eje mayor
de la elipse @’ de contorno aparente

de la esfera es n y corta a (V)(F) y
(V)(G), en los focos F'y G’ y a las
tangentes (a) y (b) a (o), desde (V), en
los vértices A’ y B’. El centro Q’
(punto medio de A”B’) ha de coinci-
dir con la imagen de (Q) (interseccién
de (n) y [A)(B)). .

Los extremos del eje menor C’D’
son los puntos de corte de la mediatriz
de A’ B’ con el arco de centro F’ y
radio F°'C' = Q A’

2° Método directo (Fig. 33.15).-

Fig. 33.14.— Por abatimiento.

Sobre la normal n’-n; al cuadro, traza-
da por O’-0), se llevan los segmentos
OF = OG = R, por medio del punto
de medida 4, tomando como plano de
medida el horizontal de traza 7,G, y
llevando sobre ésta, a partir de la traza
I del rayo de medida AO’, IF, = IG,
= R. Los focos de @’ son las imige-
nes F’ y G’ de los extremos del dia-
metro normal al cuadro y el punto
medio Q’ de F’ G, el centro.

Por otra parte, el cilindro circuns-
crito a la esfera, de generatrices nor-
males al cuadro, se proyecta segun el
cono de vértice P y es tangente a
la esfera, segiin el circulo mdximo
frontal (meridiano principal), de ima-
gen circular ¢’, de centro O’ y radio
O E’° (imagen de radio de la esfera
paralelo a r). Las generatrices del con-
torno aparente el del cilindro son las tangentes "y s” a
¢’, trazadas desde P y son también tangentes a @’, en
los mismos puntos 7" y S’ (ndm. 14,13-3° de n/G. D.S.
y A.). De aqui la construccién:

Trazar la circunferencia ¢’, como se ha dicho, y las
tangentes ¢’ y s’ a ella, desde P. Los puntos de tangen

Fig. 33.15.—Método directo.

cia T” y S’ pertenecen a @’ y permiten hallar la longi-
tud A’B’ = F'T’ + T'G’ = F’K del eje mayor. El eje
menor se obtiene, como en el método anterior.

Si P es interior a ¢’, los vértices A’ y B’ son los
puntos de corte de n’ con las tangentes (a) y (b} a ¢,
trazadas desde (V).
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33.9. Cono 6ptico. Circulo de vision

a) Angulo dptico. Al dirigir 1a mirada en una direc-
ci6én determinada para contemplar un cuadro o un pai-
saje, el ojo s6lo ve con claridad aquellos puntos cuyas
visuales formen con la direccion de la mirada (visual
principal) dngulos inferiores a 30°. El conjunto de los
rayos claramente visibles determina el llamado cono
dptico o cono de visién normal, cuyo angulo en el vér-
tice o dngulo de vision se estima inferior a 60°.

Toc-c2-C2

(a) Colocacién de punto de vista y cuadro.

PERSPECTIVA PRACTICA

bordes aunque a veces se utilizan para conseguir efec-
tos espectaculares (publicidad, anuncios, etc.).

b) Distancia de punto de vista y cuadro (Fig.
33.16). Para dibujar la perspectiva de la maqueta
volumétrica X,-X, de un edificio, el punto de vista V,-
V, se sitda, por tanteos, lo suficientemente alejado de
X para que, desde V,, pueda verse la planta X, bajo un
dngulo ¢ inferior a 60° (a ser posible, de 35° a 50°). En
la figura se ha tomado o = 45°.

Con estos datos la perspectiva, dibujada a escala
doble (Fig. b), se ha hallado por trazas y puntos de
fuga de las aristas paralelas a las direcciones a 'y b.

Circulo de vision C,. Es la seccién producida por el
cuadro en el cono dptico o cono de vision normal de
eje VP y édngulo de 60°. El radio r, de este circulo se
obtiene (Fig. a), trazando por V,, la recta V,K, que

(b) Perspectiva y circulo de vision.

Fig. 33.16.—Circulo de vision.

La traza h, del cuadro se coloca luego normal a la
direcciéon V,P, del rayo principal que suele elegirse
centrada en ¢ o coincidente con su bisectriz.

Finalmente, conviene proyectar todo sobre el plano
medio (plano vertical de traza V,P,) o sobre uno para-
lelo a €, para comprobar que desde la altura de visién
H,, elegida, se ve Z; bajo un dngulo S, similar al o.

Como distancia al cuadro también suele tomarse &
= V,P,=1,5a,6 3 a, siendo a, el ancho o alto del
cuadro (el mayor de ellos) y a/, el mayor de los seg-
mentos en que a, es dividido por P.

No son aconsejables angulos mayores de 60° por las
deformaciones que producen, especialmente en los
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forma 30° con V,P, y determina el radio r, = P K,
También puede obtenerse directamente, en perspectiva
(Fig. b), trazando por A la recta AK que forma 30° con
h'y determina el radio r, = PK.

33.10. Deformaciones de la observacion

Las perspectivas deben mirarse, colocando el ojo en
el punto de vista utilizado para dibujarla. Sélo asi, la
imagen reproduce realmente ante nuestra vista el obje-
to representado pero esto no sucede en la mayoria de
los casos.



Las figuras de un libro suelen mirarse a 25 o 30 cm.
de distancia; los dibujos colgados en la pared, a metro o
metro y medio y los cuadros, a distancias mayores. La
perspectiva anterior debia haberse ampliado, por tanto,

hasta que 8 = PA mida 20 o 25 cm., como se ha dicho.

[ a a a |
I
e ) P |2/
a N A4 ! A h
' d=a d=a/2 d=a/3
' (a) §lap (b) =2 (c) b=2a
& —d:>-— 1
- Y, P
= 5 A fA_/a
‘-—————J ‘.,——l
(@ 2% 7 = 0 H

Fig. 33.17.—Influencia de la altura y distancia de vision
en la perspectiva de una sala ciibica.

Fig. 33.18.— Perspectivas de un local
con distancias de vision distintas.

33.11. Eleccion de datos

a) Posicion del punto de vista V. Debe estar lo bas-
tante alejado del objeto para que el dngulo del cono
visual de vértice V, sea inferior a 60° (nim. 33,9) y su
situacion, en planta y alzado, depende de las partes
que interese resaltar y del efecto a conseguir.

En edificios aislados, monumentos, etc. en los que
interese representar dos fachadas, se situard frente a la
esquina formada por ambas. En locales cerrados
(viviendas, comercios, edificios para exposiciones,
etc.), si no se encuentra un punto desde el que se vea
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gran parte de €l con un dngulo visual adecuado, se
coloca V fuera del local y se consideran transparentes
o inexistentes los paramentos que no interesen.

b) Altura de V. Debe coincidir con la visual del ojo
del observador y oscila de 1,60 a 1,20 m., segiin se
trate de un observador de pie o sentado. Los puntos de
vista situados a poca altura (perspectiva de rana) resal-
tan la altura de los objetos pero atenuan el efecto de
profundidad. Esto se utiliza con fines publicitarios,
para que el techo de las habitaciones parezca mas alto,
etc., (“contrapicado” fotografico).

Los puntos de vista mds altos que el objeto, dismi-
nuyen el efecto de altura y aumentan el de profundi-
dad (“picado” fotografico). De aqui que, para repre-
sentar grandes superficies horizontales (terrenos, urba-
nizaciones, panoramicas, etc.), se utilicen puntos de
vista muy elevados (persectiva de pdjaro).

La altura V serd mayor o menor que la del objeto,
seglin que quiera o no verse la parte superior de éste.

En la figura 33.17, se han dibujado seis perspecti-
vas del interior de una habitacién de forma cubica, de
arista a, suponiendo transparente la cara coincidente
con el cuadro. Las dos de cada columna se han dibuja-
do a igual distancia dy las inferiores, con alturas de V
mayor, igual o menor que las superiores.

Comparando las a y d y las ¢ y g, se aprecia clara-
mente la influencia de la altura de V en la profundidad
de la habitacién y en la altura del techo.
Andlogamente, en las a, b y ¢, la perspectiva parece
mas real a medida que la distancia de visién aumenta
desde 1,5 cm. (Fig. a) a 6 cm. (Fig. ¢).

¢) Colocacion del cuadro. En carreteras, calles,
tineles, puentes, etc., conviene colocarlo perpendicu-
larmente a su eje longitudinal.

En edificios aislados, con dos fachadas de igual
importancia, se coloca formando con ellas dngulos
iguales. En caso contrario el dngulo que forme con la
mds importante ha de ser menor que con la otra, lle-
gando incluso a anularse o ser paralelo a ella (perspec-
tiva frontal).

En interiores se rige la misma regla y si interesa
representar las tres paredes, se coloca paralelo a la del
fondo.

d) Distancia de vision. En general, al aumentar la
distancia de visién 8 = PA el efecto de profundidad
disminuye y el de altura, aumenta. Mirando las figuras
33.17-a, b y ¢ de izquierda a derecha, la pared de
fondo se acerca al cuadro y el techo se eleva.

En las perspectivas del local de profundidad doble
de la atura z (Fig. 33.18), la inferior representa un
local aparentemente mas amplio y profundo pero de
techo mas bajo que el de la superior, por ser la distan-
cia de vision tres veces menor que la otra.
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34. METODOS PERSPECTIVOS.
CUADRO INCLINADO

34.1. Generalidades

Para dibujar la perspectiva de cuerpos hay que
determinar la de los puntos y lineas que definen los Ao-By
contornos y elementos mds representativos, por medio
de ciertas construcciones llamadas métodos perspecti-
vos. Su eleccién depende de la posicién y naturaleza
de la figura y de los datos que se conozcan, sin que
ésto quiera decir que s6lo deba emplearse un método
sino los mas apropiados en cada caso o fase del dibu-
Jjo. A continuacion, se exponen los ocho métodos mas ‘:%1: g
usuales o representativos. LY CER

-———————

1
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\}
\}
\
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Baba AR

o
B1‘ " 7 l

34.2. Método directo o de trazas de visuales A, /é\;‘\ V4
)

Consiste en trazar el rayo proyectante de cada
punto y hallar su traza con el cuadro (perspectiva del (a)
punto). Asi, en la figura 34.1, para hallar la perspecti- K
va del monolito piramidal, de bases ABC y DEF, | = __.-=="""
representado en diédrica (Fig. a), se ha elegido previa- e
mente el punto de vista V,-V, (ndm. 33,9-b), la visual -~
principal V,P, coincidente con la bisectriz V,P, del
dngulo a = A,V,B, y el cuadro A,-v,, de traza h, nor-
mal a V,P, que pasa por C,.

La perspectiva se ha dibujado aparte, a escala triple
(Fig. b), trazando h y ¢, distanciadas la altura de visi6n
H,; marcando sobre A un punto arbitrario P (punto Al
principal), proyectado ortogonalmente sobre ¢, en P, y :
llevando PA/3 = 6/3. o

Se traza luego la visual VA del vértice A, por ejem- -Y30 ) e
plo, que corta al cuadro en A;-A, (persectiva de A) y se
lleva a la figura b, tomando sobre t, P,A) = P, Al = a
y sobre la vertical A)A’, 1a cota i, de A, siendo A’ la
perspectiva de A. Los restantes vértices se obtienen de
forma andloga. Con estos datos, la perspectiva queda
dentro del circulo de vision C, de radio r, = PK (nim.
33.9).

Este método exige realizar muchas medidas que Ao
facilitan las equivocaciones, por lo que sélo se utiliza (b)
con figuras sencillas o puntos aislados. Fig. 34.1.—M¢étodo directo o de trazas de visuales

e e o

\
\
Ay
Ay
A}
A
\
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34.3. Método de coordenadas

Consiste en determinar la perspectiva, por medio de
las coordenadas perspectivas del punto (nim. 32,10).

En la figura 34.2, para hallar la perspectiva de la
escultura moderna geométrica X,-X,, representada en
diédrica, se ha elegido el punto de vista V,-V,, el cua-

34, METODOS PERSPECTIVOS. CUADRO INCLINADO

dro vertical & que pasa por la arista b,-b, de Xy el trie-
dro coordenado, de centro O,-0, y ejes X = h,, Y (nor-
mal a X, trazado por A,) y Z, contenido en 7.

La perspectiva se ha dibujado aparte, a escala doble
(Fig. b), trazando previamente h y ¢, distanciadas la
altura de visién H, y marcando, sobre ¢, el origen O (a
la izquierda de la figura) y el punto P, de abscisa O

e

22 E2 /’// B
B Dy 49 -7
2
b2 22 n z //
A /7
Vp| A2 e C, fise 7
TT I g >4
H |I { m | / ~ Zl
VI [ _l\_// ~ _E
2 Xo fi 7~ 1S3
Ox Yy "o/ BY 2o
- ! 11~
A#‘ B1 | T , ,‘I ' b i
! ! I 21 ! -0.-E, 7 = ™t -
VSt — ,'C‘ Oy E/i AR 2T
2O S S /A / _':.—'\\_\-—_ -
1 . / YARAw, i IR
w 3 /o J/ C}/y1 / J/ N Y.~
| \ e
ANy ) J/ nl\\ v N C'al4”
/ \ -
A Y A')'@’,z_i
// 7 8 '/ \/1 /‘\\L—é P _}y // - ~ "
s/ hox, Ohya2—~Agb’y Cs3 x4 Co—y2—Tc 7 8
/// n~ /™M re- ydz C
// (a) {(b)
' //
y;
1/
VV1

Fig. 34.2.—Método de coordenadas.

= O,P, y luego, sobre h, el punto principal P y el de
distancia reducida A2, distante de P, PA2=&2. Los
ejes perspectivos son, por tanto X =¢, Y’ = OP y el ver-
tical Z (eje de alturas) sobre €l que se han tomado las
alturasm, ny g de X.

La perspectiva de la proyeccion C, de los puntos C,
D, y E, por ejemplo, se halla trazando por C,; la nor-
mal ¢; a X, de traza T,, que determina las coordenadas
x,= OT, ey, = T.C, llevadas a la fig. b, tomando
sobre X, OT, =x,y OC, = y/2 y trazando el rayo de
medida reducido C;A4/2 que corta a Y’, en C,, siendo y,
= OC.. Refiriendo C. a las lineas de alturam, ny g, se

obtienen las alturas perspectivas z, z,y z,de C’, D’y
E.

La ordenada T.C; = y. se halla mds ficilmente,
tomando sobre ¢, la longitud T,C, = y/2, a partir de
T.. El rayo de medida reducido C,A/2 cortaa c¢’, en C,.

Los restantes puntos se hallan de forma andloga. El
A;, situado en Y, se halla por el rayo de medida redu-
cido que une A; y A2 y la arista b’, directamente por
estar en el cuadro.

Este método, como el anterior, resultan muy labo-
riosos por lo que sélo se utilizan con figuras sencillas
o puntos aislados.
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34.4. Método de trazas y puntos de fuga

Las perspectivas de rectas se determinan en este
método por sus trazas y puntos de fuga y las de pun-
tos, como intersecciones de imdgenes de rectas.

La perspectiva de la maqueta volumétrica del
almacén agricola representado en diédrica (Fig. 34.3)
se ha hallado, eligiendo previamente el punto de vista
V,-V, y el cuadro 7 que pasa por [,-1,. Las trazas y
puntos de fuga de las direcciones principales a,-a, y

b,-b, son las intersecciones T,, T,, y F,, F,, con el
cuadro de a, y b, y de las paralelas a éstas, trazadas
por V..

La perspectiva se ha dibujado aparte, a escala doble
(Fig. b), trazando & y ¢ (distanciadas la altura de visién
H,) y marcando sobre 4 un punto arbitrario P (proyec-
tado ortogonalmente, sobre 7, en P,) y los puntos de
fuga F, y F;, por sus distancias PF, = P,F,, y PF, =
P,F,,, medidas en diédrica. Este tltimo se ha utilizado,
por medio de un papel auxiliar que es lo mas practico.

(a)

Fig. 34.3.—Mérodo de trazas y puntos de fuga.

Las trazas T, T)y T,, T, ... etc., de las paralelas a b,
y a, se llevan luego sobre ¢, por sus distancias P,T, =
PT, PT;=PT, .. etc.

Las perspectivas a’ =F, T,y b’ =F,T,de ay b cor-
tanalasd’y c’dedy c, enlos vérticesA’, B’, C'y D’
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de la planta, por los que pasan las aristas verticales del
edificio y lo mismo sucede con los vértices interiores
I, E’, F’ y G’ de la planta interior.

Las cumbreras ¢’ de los tejados, fugantes en F,, se
han hallado por sus trazas, de cotas gy g + s y los



bordes m’ y n’, por sus puntos de fuga F y F,, situa-
dos en la recta limite del plano o = [m,n]. Para hallar
éstos, se abate el plano de fuga de ¢, alrededor de /)y
con €l, el punto de vista V, en (V),, y se trazan por (V),
las rectas m, y n, (abatimientos de los rayos de fuga de
m 'y n) que forman con & el dngulo 6, dado y cortan a
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l,enF yF.

El punto (V), se ha hallado, trazando por el punto
de vista reducido (V)/2 la paralela al rayo de fuga a,
de a, abatida en la recta (a)) que une F2y (V)/,y
girando luego su extremo (V)/2, alrededor de F)/2,

hasta situarlo sobre £, en K, siendo P(V), = 2PK.
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Fig. 34.4.—Mérodo de planta y altura. Geometral auxiliar.

34.5. Método de planta y altura.
Geometral auxiliar

Consiste en dibujar la pespectiva de la planta de la
figura, como ya se sabe y hallar luego la altura de
cada punto directamente o por la escala de alturas.
Esto es lo que se ha hecho con la marquesina, de altu-
ra H,, representada en diédrica (Fig. 34.4-a), siendo
V,-V, el punto de vista (de altura H, < H,); =, el cua-
dro vertical y F,, y F,,, los puntos de fuga de las direc-
ciones principales a, y b, de la planta.

La perspectiva se ha dibujado aparte, a escala doble,
por el método de trazas y puntos de fuga, trazando h y ¢,
distanciadas la longitud Hv y llevando sobre 4, a partir
de un punto arbitrario P: PF, = P,F,, PF, = P,F,y
PA2 =82ysobret: I,T,,=P,T, I,T,.=P,T,.. etc.

Si la altura de vision es muy pequefia, como sucede
en este caso, las imdgenes de las rectas de planta se

cortan bajo 4ngulos muy pequefios y sus interseccio-
nes se obtienen con poca exactitud. Para evitarlo, se
elige un geometral auxiliar mas bajo, de traza arbitra-
ria 7, a la que se refieren las trazas I, T,, T, ..., por
medio de verticales,en I, T, T,, ..., etc. Las nuevas
imagenes a,, c,, y b,,, d,, fugantes en F)y F,, se cor-
tan en puntos A, y B,,, situados en la vertical de A’ y
B’, lo cual permite hallar éstos con més exactitud. Las
restantes aristas se hallan de forma andloga.

Mis prictico es llevar las trazas directamente sobre
t, tomando, a partirde I: IT,, = P,T,, LT, = P,T,,
..., etc. Las alturas se llevan, en verdadera magnitud,
sobre el eje de alturas /,/, como se ve en la figura.

Con este artificio, las alturas quedan aumentadas la
longitud H (distancia entre ¢ y #,). Las dos plantas son
congruentes (iguales) en el espacio y sus imdgenes se
corresponden en una afinidad ortogonal de eje h, res-

tas homologas 7,y ¢ y puntos homélogos A, y A;.
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34.6. Método de abatimiento

La perspectiva se determina, por abatimiento de la
planta o de la cara principal de la figura, como se ha
hecho con el puente de arco circular, representado en
diédrica (Fig. 34.5-a), siendo V,-V, el punto de vista;
7, el cuadro y P,-P,, el punto principal.

\

La perspectiva se ha dibujado aparte, a escala doble
(Fig. b), trazando las horizontales # y r, distanciadas la
altura de visién H, y tomando sobre A, a partir de un
punto arbitrario b, PA= P,V, PF,= P,F,y PF)=
P ,F,,, pudiendo asf trazar el plano o = [z, - []] de la
cara frontal del puente y los abatimientos (@) y (r) de
wyr.

(V)
A

21N

\
\

7

)____.___..___
—%!
Al
)
)
1

p_—

/

-t —_————

a) Perspectiva de ®. Es la elipse @’ que se corres-
ponde con (@), en una homologia de centro (V) (abati-
miento de V alrededor de [)); eje t, y rectas homélogas
t =(g,) y g, (nims. 31,13 y 32,6). La cuerda A’ B,
homéloga de (A )(B), es un didmetro de @’ (por ser
las tangentes en A’ y B’ paralelas a ¢,) y el semididme-
tro conjugado de éste es el C’D’, homdlogo de la
semicuerda ( C)( D), trazada por el homélogo (C) de
C’ (punto medio de A’B’), lo cual permite dibujar ’.

b) Perspectiva 6° de ©. Se obtiene por puntos,
como intersecciones de las normales a o (fugantes en
F}), trazadas por puntos de ®’, con el plano  de o, de
traza g; = EF,, siendo P,E = P/E,. Asi, la normal tra-
zada por M’ corta a 3, en el punto N’ de ¢’ y la traza-
daporD’,en F’.
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(b)
Fig. 34.5.—Método de abatimiento.

Finalmente, la perspectiva r’ de (r), fugaen F)y
pasa por la interseccién de (r) y ¢, El resto de las
construcciones se indican claramente en la figura.

34.7. Método de corte. Perspectiva frontal

Consiste en tomar como plano del cuadro una sec-
cién normal del cuerpo o una de sus caras principales.
La perspectiva, asi obtenida, se llama perspectiva
frontal.

En la béveda por arista, formada por la interseccién
de dos tineles semicilindricos de revolucidn, de radio
Ry ejes normales entre s (Fig. 34.6-a), el cuadro es el
vertical de traza &, y el punto de vista V-V, se ha



colocado en el interior de la nave principal, a altura H,
y a distancia d de .

La perspectiva se ha dibujado aparte, a escala cua-
tro veces mayor, trazando £ y ¢, distanciadas la altura
de visién H, y llevando sobre A, a partir de un punto
arbitrario P (proyectado ortogonalmente sobre ¢, en
P)), la longitud PA22 = &/2.

SECCION A-B

34. METODOS PERSPECTIVOS. CUADRO INCLINADO

La seccién de la béveda por el cuadro es la semicir-
cunferencia ¢, de didmetro AB = 2R y centro O, sien-
do P,0,=dy OO, = H. Los paramentos verticales
se cortan segun rectas verticales cuyas trazas son vér-
tices de un cuadrado de imagen A,B,C,D,. El vértice
C; se ha hallado por medio del rayo reducido que pasa
por O,, y lo mismo se ha hecho con el punto M. La
seccién de fondo es la semicircunferencia €, de centro
I’ y plano ¢, de traza g, que pasa por M.

La interseccién de las bévedas se compone (nim.
18,19-a) de dos elipses @ y A’ de plano vertical y tra-
zas geometrales B,D; y A,C,. La elipse w, por ejem-
plo, de centro Q y semiejes OBy QG, estd inscrita en
el semirectdngulo de tangentes, de imagen BD’EF’ y

¥

e T —-—4 o S od — 1 C' ~
- == = e 1 ~u\\g i
OAEPS bt SR D PN =< —14\—‘—:1_\ b
-7A, P, <~d—0, 3 2 1 By~

(b)

Fig. 34.6.—Método de corte.

puede dibujarse por abatimiento del cuadrado DOGE
(Fig. 33.7) o como se ha hecho en este caso, por el
método proyectivo (nim. 10,4-2°), dividiendo el
semieje QG y los semilados GF'y GE en cuatro par-
tes iguales.

Los puntos de divisién 1°, 2’ y 3’ de QG se hallan
directamente y los 17, 2” y 3” de F’G’, dividiendo
B,0, en cuatro parte iguales y trazando las paralelas
P1, P2y P3 que cortan a B,Q; en 17, 27y 37, referidos
luego a F’G’, en 17, 2” y 3”. (También podia haberse
dividido F”K’ en partes iguales y trazar por los pun-
tos de divisi6n, paralelas a PK). Los rayos DI’, D2’y
D3’ cortan a los B1”, B2” y B3” en puntos de ', lo

cual permite dibujarla y lo mismo se haria con la elip-
se A

También puede hallarse, por puntos, trazando planos
auxiliares horizontales, como el de traza #;, que corta a
la béveda principal, segin las generatrices g’ y f'y ala
normal a ella, segin las #n’ y s’. Las intersecciones de
n’y s’ cong’yf’ son puntos de ambas elipses.

Las generatrices n’ y s’ se han hallado, abatiendo la
seccién circular ¢ (no dibujada) de la béveda transver-
sal, de plano vertical de traza g, en (0) = @. La inter-
seccién r = [B,y], abatida en (r), corta a (0), en (N) y
(S), desabatidos en los puntos N’ y S’ de r’ que perte-
necenan’ys’.
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34.8. Método de planta y vistas separadas

Si se dispone de planta y alzado(o vistas laterales)
en hojas separadas, resulta practico el método directo
(nim. 34,2), colocando previamente las vistas, como
se ha hecho con la maqueta volumétrica del edificio
2,-%, de la figura 34.7, representada por su planta X, y
vista lateral derecha Z,.

Primeramente se fija la planta %, al tablero de modo
que la traza h, del cuadro quede horizontal y sobre la
normal a ella, trazada por P,, por ejemplo, se elige V,,

' /
\F1a F1[/2 hn
I\ \
| \\ \\
Q, L2 Ny \
\\
/
\\ /
N /
N\ /
N /
\\ /
N /
p H N / \
AN \Fyp
\”{ }4
\
C2'02 ! - l\\ 7 \
A, . — <. -= ! N h"
— — e f— F-al-{T:—-———--——-——-+— \T—— ——'—
= | T N |
\ Hv i
L4 1,
\ /
(a) /

Fig. 34.7.—Método de planta y vistas separadas.

a distancia 0 de h,. Se traza luego la linea de horizon-
tal #’, paralela a A, colocada arbitrariamente entre h,
y V,; se traza la linea de tierra, distanciada de h’ la
altura de vision H, elegida y se colocan las vistas late-
rales a ambos lados de la planta (no es necesaria la
vista lateral izquierda).

Las paralelas a las direcciones a; y b, de la planta,
trazadas por V|, cortan a A, en los puntos F,, y F,,
referidos verticalmente a #’, en los puntos de fuga F,

y F
Las rectas de altura 1, s, g, ... vienen dadas por las
intersecciones M, N, O, ... de h, con la planta y a

ellas se refieren las alturas hy H,en M’, N’, Q’, ...,
etc. Las perspectivas de los puntos C, D y A se obtie-
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nen, trazando los rayos V,C, V,D,y V,A, y refiriendo
sus intersecciones C,, D,y A, con h, a la perspectiva,
por medio de verticales. Asi se obtienen las perspecti-
vasa’-a,y ¢’-¢;de a y c que cortan a las verticales de
referenciade C, D,y A,,en C’-C,, D’-D;y A’-A}, res-
pectivamente. La perspectiva Q’L’ se obtiene de
forma aniloga.

Las rectas fugantes en F, (situado fuera del dibujo)
pueden trazarse por medio de un papel auxiliar (que es
lo mds préactico); por el punto de fuga reducido F,/2,
determinado por la paralela a b;, trazada por el punto
medio V,/2 de V,P, (nim. 32,11); por las escalas de
fuga o por la triple regla perspectiva (nims. 35,7-3°y
4° de n/E. de G.D.).



34.9. Método de Reile

Es una variacién del método directo que utiliza
como referencia la linea de horizonte A en vez de la
linea de tierra y como plano geometral o plano de aba-
timiento, el plano de horizonte.

La perspectiva A’ de un punto A,-A,, dado en dié-
drica (Fig. 34.8), se determina por su proyeccion orto-
gonal A, sobre la linea de horizonte 4, y por su distan-
cia A’A, = d, a ella y estd basado en la propiedad que
sigue:

El rayo visual a = VA (Fig. a) corta al plano del cua-
dro de traza 4, en A’ (no dibujado) y su proyeccién
ortogonal a, sobre el plano de horizonte corta a A4, en
A’ (proyeccidén ortogonal de A’ sobre k). Si abatimos

34. METODOS PERSPECTIVOS. CUADRO INCLINADO

| <

—— e = M e e

Fig. 34.8.—Método de Reile.

los tridngulos rectdngulos coplanarios VA’A) y VAA,
sobre el plano de horizonte, alrededor de a,, el cateto
A ,(A) es la distancia d, de A al plano del horizonte y
A (A’), la distancia d), de A’ a h. De aqui, la construc-
cion:

Trazar la visual a = VA, de proyeccién a, sobre el
plano de horizonte, que corta a h,, en A). Por A,y A,
se trazan luego rectas A,(A) y A(A’), paralelas entre si
(normales a no a a,) y sobre la primera, se toma la dis-
tanciad, = A ,(A) = A,P, de A al plano de horizonte.
El abatimiento (a) = V,(A) de a, asi obtenido, corta a
A)(A’) en el abatimiento (A’) de A.

Hecho esto, se traza aparte (Fig. b) una horizontal &
y un punto arbitrario P, como Unica referencia (no es
necesaria la linea de tierra). La perspectiva A’ se
obtiene tomando sobre h, PA, = P,A, y normalmente a
h,la longitud A’A” = A (A’) = d,, tomada hacia arri-
ba o hacia abajo, segin que A esté encima o debajo

del plano de horizonte.

Anélogamente, las perspectivas de los puntos B, O
y C, situados en la vertical de A, se obtienen tomando
AB =A(F) A,0=A(0)yA,C=A(C)y
las de los puntos M, N, E y D situados en el cuadro,
tomando directamente PM’ = P,M,, PN’ = P,N,,
PE = P,E,y PD’ = P,D,

Los puntos de fuga de las direcciones principales se
obtienen tomando PF) = P,F,,y PF,= 2P ,F,/2.

Este método, de frecuente uso en arquitectura y en
perspectivas de terrenos (nims. 34,10), permite traba-
jar directamente con la planta de la figura, indepen-
dientemente de los alzados, y facilita la eleccién del
punto de vista, la posicién del cuadro y el tamaiio de
la perspectiva.

En el cap. 36 de n/E. de G.D. se exponen ejemplos
de estos métodos y diversas perspectivas de cuadro
vertical.
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Fig. 34.9.—Perspectiva de terenos. Contorno aparente.

34.10. Perspectiva de terrenos.
Contorno aparente

Es la interseccién de la superficie cénica de vértice
V, tangente al terreno (Fig. 34.9), con el plano del cua-
dro 7'y se obtiene por los métodos que siguen:

a) Método de perfiles (Fig. a). Es una aplicacién del
método de Reile. Una vez elegido el cuadro, de traza
h, el observador se supone colocado en la normal a
h,, trazada por P, de pie, a altura 1,60 m. sobre el
terreno y a 230 m. de cota, en V,. Como plano hori-
zontal de referencia (plano geometral) se toma el
plano de horizonte (no es necesaria la linea de tierra)
sobre el que se abaten los perfiles (nim. 25,30 de n/E.
de G.D.).
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Las visuales extremas, forman entre si un dngulo de
60° y determinan el ancho A;D; de la perspectiva,
dibujada en la parte superior, trazando previamente,
como tnica referencia, la horizontal 4’y Py a la dere-
cha, las alturas a la escala del dibujo.

El método consiste en trazar por V diversos perfiles,
de trazas hy, h,, ..., h;, con el horizonte y las visuales
contenidas en ellos, tangentes al terreno. La perspectiva
se dibuja por puntos, como trazas de las visuales con el
cuadro. Asf, el perfil extremo de traza k, corta al terreno
seglin la curva o, abatida sobre el horizonte, en (o) y al
cuadro, segiin la vertical #,, trazada por A,. La visual a es
la tangente a o, trazada por V, abatida en (a), y corta a 7,
enel punto A’, de cota H,. = A(A’), llevada sobre la ver-
tical ¢,, a partir de su interseccién con 2’ en A’.



El punto A’ también puede hallarse, como intersec-
cion de ¢, con la perspectiva n’ de la normal n a 7, tra-
zada por A, siendo N’ la traza de n y 7, de cota Hy, =
A, (A) (mim. 36,29 de n/E. de G.D.).

Los restantes puntos se obtienen de forma analoga
y determinan las lineas @;-@’ y A,-A’ de tangencia con
el terreno del cono visual (contorno aparente o pano-
rama del terreno). El perfil h, determina los puntos C’
y B’ de o y A’, como se ve en la figura.

b) Método de la cuadricula. Consiste en cuadricular
la planta del terreno y dibujar la perspectiva de la

34.11. Generalidades

A pesar de las innegables ventajas del cuadro verti-
cal, es necesario a veces inclinar el cuadro para evitar

T2

Fig. 34.10.— Diversas posiciones del cuadro.

deformaciones de la imagen y conseguir el mdximo
aprovechamiento del dngulo visual. Tal sucede, por
ejemplo, al dibujar perspectivas de edificios muy
altos, desde puntos de vista bajos o al contrario, obje

34, METODOS PERSPECTIVOS. CUADRO INCLINADO

cuadricula sobre la que se dibuja ficilmente la imagen
de la planta.

La perspectiva A’ de un punto A se obtiene, llevan-
do sobre la vertical de A; la cota respectiva, por medio
de la escala de alturas. Uniendo ordenddamente las
imagenes de puntos de igual cota se obtienen las pers-
pectivas de las curvas de nivel y el contorno aparente,
como envolvente de éstas.

Este método resulta muy laborioso y engorroso (por
la proximidad de las lineas) y sélo se utiliza en casos
muy particulares.

CUADRO INCLINADO

tos de gran superficie y poca altura (urbanizaciones,
conjunto de edificios, etc.) que exigen puntos de vista
altos. En estos casos, las perspectivas de cuadro incli-
nado, asi obtenidas, dan imagenes mds naturales y de
gran efecto, por su realismo y originalidad.

En la figura 34.10, se representan esquematicamen-
te diversas posiciones del cuadro. El plano del papel
contiene a V y es normal al cuadro, de traza f,, y ala
linea de tierra y de horizonte, de trazas ¢t y A.

Asimilando la perspectiva a la fotografia tomada
desde V, si el objeto estd a suficiente distancia de V,
colocaremos el cuadro « vertical y el eje optico VP,
horizontal (perspectiva lineal o de cuadro vertical 7).
Si quiere fotografiarse la parte alta de un rascacielos,
elevariamos el eje 6ptico un angulo o (perspectiva de
cuadro inclinado 7,) y si se trata de una béveda situa-
da encima de nosotros, lo elevaremos todavia mds
hasta colocar el cuadro horizontal (perspectiva de
techos o de cuadro horizontal 7,).

Andlogamente, para fotografiar una urbanizacion
mas baja que el plano geometral, inclinaremos el eje
optico por debajo del horizonte (posicién &t,) y si se
trata de un pozo o un patio interior, situado debajo de
V, lo inclinaremos més hasta dejarlo vertical en VP,
(perspectiva de suelos o de cuadro horizontal x,).

34.12. Propiedades

La perspectiva de cuadro inclinado no goza de las
propiedades caracteristicas de la perspectiva lineal,
basadas en la verticalidad del cuadro, pero es una pro-
yeccién conica o central y conserva, por tanto, las pro-
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piedades de ésta (cap. 31). Sus
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Fig. 34.12a.— Preparacion de la perspectiva de cuadro inclinado.
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Propiedades.

d) Los puntos de fuga de rec-
tas horizontales estdn en A.

¢) En edificios o figuras de
tres direcciones principales a, b
y ¢, normales entre si y coinci-
dentes con las del triedro de
referencia XYZ, colocado con el
plano XY horizontal, los tres
puntos de fuga L), L,y L son
vértices del llamado tridngulo
de fuga, en el que se verifica:
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— El lado L,L, coincide con 4, puesto que ¥y X son
horizontales.

— El punto de fuga L de las verticales pertenece a
la normal PM a h, trazada por P (niim. 31,14-1°).
Andlogamente, L) y L, estdn sobre las normales
PEy PFa L)Ly L)L luego P es el ortocentro
del tridngulo de fuga. Esto permite hallar el

ciendo los de las otras dos y P.

— El circulo de medida C,,_ de la vertical c se obtie-
ne, abatiendo V, en (V),, y trazando el circulo de
centro L]y radio L.(V),. Los C,, y C,,, trazando
los circulos de centros L)y L, y radios L (V) y
L)(V), siendo M(V) = M(V),. También puede
hallarse (V) como interseccion de la normal PM a

punto de fuga de una de estas direcciones, cono-

h, con la semicircunferencia de didmetro L)L,

34.13. Caso general

En la figura 34.12, se ha hallado la perspectiva de
la parte alta del edificio de nueve plantas, situada por
encima del plano de horizonte v, de un observador
situado en V-V, (Fig. a). La inclinacion del eje 6ptico
(V)(P) es ay la linea de horizonte, A,-h,.

Los puntos de fuga L), y L;, de las direcciones prin-
cipales a y b son las intersecciones de las paralelas r,
ys,aa;yb,conh, yel L de las verticales se obtiene,
abatiendo el plano 8 normal a & que pasa por V'y con-
tiene a la vertical ¢,-1,, siendo (V), (T,) y (t,) los abati-
mientos de V' y de las trazas de 2y B con 6. El eje
optico abatido es la recta (V)(P) que forma con f; el
angulo oty la normal (¢,) a (V)(P), el abatimiento de la

traza del cuadro con 8. La vertical ¢, abatida en (1),
cortaaz,en (L))

El plano de horizonte v, corta a las aristas verticales
vistas del edificio, en los puntos A,-A,, E,-E, y B,-B,,

%—;‘-‘% " 4

7

H

3
7
2

I

B

i

E'

Fig. 34.12b.— Perspectiva de cuadro inclinado.

Bl

de perspectivas A,. E; y B|. La perspectiva del punto
més alto C,-C,, abatido en (C), es la interseccién (C’)
del rayo (V)(C) con ¢, de proyecciones C;-C..

Como la perspectiva resulta pequefia, se ha amplia-
do cuatro veces, colocando el cuadro (¢,) paralelo a
(t,) y distanciado 46 de V, siendo A’, E’ y B’ las nue-
vas perspectivas, distanciadas F’A’ =4 E;A]y E’'B’
4 EB,.

La perspectiva se ha dibujado aparte (Fig. b), lle-
vando sobre una horizontal 4, a partir de un punto
arbitrario £’, las distancias E’A’ =4 E A, E'L, =4
E’ L, ..., etc. Sobre la normal a h, trazada por E’, se
llevan luego las distancias E’P =4 (T,)(P), E’C’ =4
(T)(C’)y E’L, =4 (T,)(L)) que permiten dibujar
las aristas del edificio.

Las imégenes m’ y n’ de las verticales y horizonta-
les m;-m, y n,-n, de las ventanas se han hallado, por
medio de sus trazas M,-M, y N,-N, con By c, respecti-
vamente, de perspectivas M’y N’.
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Fig. 34.13.— Geomerral auxiliar.

34.14. Geometral auxiliar

Como ya dijimos (nim. 34,5) con alturas de visién
pequefias conviene utilizar una planta auxiliar (geo-
metral auxiliar), de plano paralelo al geometral.

En la figura 34.13, se ha hallado la perspectiva de
la maqueta volumétrica de un edificio, representado
en diédrica a escala 1/2, del que se conoce el plano ¢,-
[, de la base, el punto principal P, la distancia de
visién 6= P(V) y las imigenes Ay a’ = T,F) de A,-A,
y a,-a,, respectivamente.

Primeramente, se halla el punto de fuga F, de la
normal » a la direccion a, situada en o (interseccién
de [}, con la normal (V),F, a F(V),) y sus puntos de
medida M, y M, y luego, el punto de fuga F) de las
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normales a ¢ (interseccién de PN con la normal (V)F,
a (V)N) y su circulo de medida C,,, de centro F, y
radio F(V). Como F) se sale del dibujo, puede utili-
zarse un papel auxiliar o cualquiera de los métodos
del n°. 35,7-3°y 4° de n/E. de G.D.).

Como geometral auxiliar se elige el «,, paralelo al
a, de traza t,, y se traza por a el plano t3-/; = [a,d],
normal a @, que corta a o, segin la recta a, =T, F),
siendo a,, b,, A, B,y C] las plantas auxiliares de a’,
b’, A’, B’y C’, respectivamente.

Las dos plantas son congruentes y se corresponden
en el espacio, en una afinidad ortogonal de direccién
n, normal a ¢, y sus imdgenes se corresponden (nim.
1,13 de n/G. D.) en una homologia de eje [, (intersec-
cién de vy o), centro F, (punto de fuga de n) y par



de rectas homologas a’ y a,. De aqui, la construccién:

Dibujar la planta auxiliar, por medio de M, y M,,
llevando sobre #,, a escala doble, las longitudes m, n'y
g (medidas en diédrica) y trazar por los vértices las
verticales correspondientes, fugantes en F.

La altura AD’ se obtiene, por medio del punto de
medida M, (interseccién de /; con C,,), llevando sobre
1, a partir de A, la altura H = AH,, siendo j3 el plano
de medida. La perspectiva se completa por paralelas a
ay b. (Vercap. 37 de n/E. de G.D.).
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34.15. Perspectivas de suelo y techo
o de cuadro horizontal

La figura 34.14 representa la seccién, en diédrica,
de una tuberia metdlica de ventilacién de una galeria
de mina, constituida por cuatro tubos de didmetro 2R
y altura H,. El punto de vista V dista 6 del cuadro, de
traza v,, coincidente con la boca de la tuberfa y P dista
d del centro O de ésta.

La perspectiva, dibujada aparte a escala diez veces
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Fig. 34.14.— Perspectiva de suelo o de cuadro horizontal.

mayor, se ha hallado, trazando previamente la boca
circular o, de centro O y radio OA = R, situada en el
cuadro; el punto principal P, distante d de O; el plano
o normal al cuadro, de traza t, = OA; el eje ¢’ de la
tuberia, de traza O y punto de fuga P y la arista a’ =
AP, trazada por A.

Las juntas de la tuberia y la boca inferior son circu-
los de centros B, C, D y E determinados por medio del

punto de medida reducido A/10, tomando sobre ¢, a
partir de O, OM = MN = ... = H/I10. Los rayos de
medida que unen A//10 con M, N, ..., etc., cortan a e’,
en B’, C°, D’y E’. Los extremos F’, G’, ... de los
radios son las intersecciones de las paralelas a t,, tra-
zadas por B’, C’, ..., etc., con a’, lo cual permite dibu-
jarlas. (Ver cap. 38 de n/E. de G.D.).
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35. RESTITUCIONES PERSPECTIVAS.
REFLEJOS Y SOMBRAS

35.1. Generalidades

Orientacion interior de una perspectiva es la situa-
cién del punto de vista, respecto al cuadro, definida
por el punto principal y la distancia de visién.

Orientacién exterior es la posicién del cuadro y
punto de vista, respecto al objeto o figura representa-
da.

Si se conoce la orientacién interior y
exterior, podemos hallar la perspectiva de
una figura, como se ha explicado.
Inversamente, dada una o varias perspec-
tivas de una figura, se puede reconstruir
ésta por medio de construcciones grafi-
cas, siendo éste el objeto de las restitu-
ciones perspectivas.

35.2. Restitucion de cuadro vertical

—— P ——

Dada la perspectiva de un edificio, de
altura y longitud conocida, podemos
determinar su orientacién y el abatimien-
to de la planta, como sigue (Fig. 35.1):

Del paralelismo de las imdgenes de las aristas verti-
cales se deduce que el cuadro es vertical y paralelo a
las aristas.

La interseccién de las imégenes C’A’ y E’D’ de dos
rectas horizontales paralelas es el punto de fuga F,
contenido en la linea de horizonte s, normal a ¢’.
Como comprobacion, el punto de fuga F, de las hori-
zontales normales a AC, como la BC, ha de estar en A.

Los abatimietos (V)F, y (V)F, de los rayos de fuga
de las horizontales a y b forman un dngulo recto luego
(V) ha de estar en la semicircunferencia de didmetro
FF,

La diagonal d’ de la cara [C,A,D], de plano f3, corta
a l;, en su punto de fuga F; luego si abatimos el plano
de fuga de B sobre el cuadro, (V), estard en & y el rayo
de fuga (d,) = F(V), de d, abatido, formard con /; un
angulo o conocido, por conocerse las dimensiones del
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Fig. 35.1.—Restitucion de cuadro vertical.

rectingulo CADE. Basta pues trazar por F la recta
F )M, que forma con /; el dngulo oy corta a h, en (V),
=M _ (punto de medida de la direccién a). La intersec-
cién del arco de centro F) y radio F .M, con la semicir-
cunferencia de didmetro F F, es el abatimiento (V) de
V, proyectado ortogonalmente sobre 4, en P, siendo
P(V)=4.



La linea de tierra se halla, teniendo en cuenta que
los rayos de medida M C’ y M A’ de la longitud cono-
cida I = AC del edificio, determinan sobre ¢ un seg-
mento ( C)(I) = l. De aqui, la construccién:

Trazar sobre h el segmento M N = [y por N, la
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paralela al rayo M,C’ que corta al rayo M A’, en el
punto I, por el que pasa la paralela ¢t a . A partir de
estos datos, se halla el abatimiento de la planta de vér-
tices (A), (B) y (C).

35.3. Restituciéon de cuadro inclinado

Dada la fotografia de la parte superior de un edifi-
cio (Fig. 35.2), del que se conoce la altura total Hy la
EB =1, se procede como sigue:

Las imdgenes b’, ¢’ y d’ de las aristas verticales
concurren en un F (punto de fuga de la direccién ver-
tical Z) luego el cuadro es inclinado. El punto de fuga
de la direccién horizontal X, paralela a CE, es la inter-
seccion F, de E’C’ y a’ y el F, de la horizontal normal
a la anterior es la interseccién de n’ con el borde infe-
rior del recuadro, supuesto éste horizontal.

El ortocentro del tridngulo de fuga F F F es el
punto principal P y el abatimiento (V), de V, la inter-
seccion de la normal F P a F F, con la semicircunfe-
rencia de didmetro F’,F). Con centro em M, se traza
luego el arco de radio M(V), que corta a la paralela
PN a F)Fen N, siendo PN = & (construccion inversa
del abatimiento). El circulo de medida C,, es el de
centro Fy radio F(V), y corta a FF en el punto de
medida M, de las verticales del edificio.

La linea de tierra se halla, como en el ejercicio
anterior, tomando como plano de medida de b’, el de
fachada de las ventanas o = [b,c], de recta limite [, =
FF’. Como se conoce la longitud [ = BE, los rayos de
medida M _F’ y M B’ han de cortar a t,, seglin un seg-

Fig. 35.2.—Restitucion de cuadro inclinado.

mento RK = [ paralelo a [/, De aqui, la construccién:

Por un punto F del rayo M_E’ trazar el segmento
FG = [ paralelo a [, y por su extremo G, la paralela
GR a ME’ que corta al otro rayo de medida, en K. La
paralela a I, trazada por K, es t,, siendo KR = [. Si
ahora se lleva sobre t,, el segmento RQ = H, el rayo
de medida M Q corta a b’ en su traza geometral G,. La
traza geometral g/, = F G, de o cortaa ¢, en el punto /,
por el que pasa ¢, paralela a A.

El plano de la otra fachada vista, normal a la ante-
rior, es el de recta limite /; = F)Fy traza t; que pasa
por la traza T, de la arista ¢ (interseccion de ¢’ y t,).
La traza geometral g; corta a ¢’ y d’ en las trazas geo-
metrales Gy G, que completan la perspectiva G,G.G,
de la planta cuyas dimensiones se hallan, abatiendo
ésta, siendo (V), el abatimiento de V.
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35.4. Resumen

Lo expuesto puede resumirse en las reglas que
siguen:

a) Si las imagenes de rectas verticales son concu-
rrentes, la perspectiva es de cuadro inclinado y si son
paralelas, de cuadro vertical. En este tltimo caso, h y ¢
son normales a las imdgenes de dichas verticales.

b) Si las imdgenes de dos rectas paralelas son para-
lelas, las rectas son frontales (paralelas al cuadro).

c) Si la imagen de un rectdngulo es otro rectangulo,
el plano de aquel es paralelo al cuadro (perspectiva
frontal) y lo mismo sucede si se trata de un paralel6-
gramo.

d) Si los puntos de fuga de las direcciones de las
aristas de un triedro trirectdngulo son puntos finitos,

35.5. Generalidades

Por fisica se sabe que al incidir un rayo luminoso a
sobre una superficie reflectante ¢ (Fig. 35.3), se
desvia en direccién a, (rayo reflejado), segin las
siguientes leyes:

A 1
___________ A
1 —— F--—~ v
ar
R,A (-

o TR

=’

Fig. 35.3.—Imagen deflejada de un punto.

1*. El plano [a,a ] (plano de reflexién) es normal a ¢
y contiene a la normal 7 a ella.

2% Los angulos i y r (de incidencia y reflexion), for-
mados por a y a, con n, son iguales entre si.

Segtin esto, de los infinitos rayos que parten de un
punto A, al ser éste iluminado, s6lo dos pasan por el
punto de vista V: el directo AV (visual de A) y el a,
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determinan el tridngulo de fuga cuyo ortocentro es el
punto principal.

La perspectiva de una figura no basta por si sola
para reconstruir ésta. En edificaciones aisladas, suelen
conocerse datos como la horizontalidad o verticalidad
de sus direcciones principales, algunas dimensiones,
etc., lo cual permiten su reconstruccién, como hemos
visto. En los demas casos, la restitucién se consigue a
partir de dos perspectivas (fotografias), de orientacién
interior conocida.

Al considerar la fotografia como una perspectiva, el
campo de las restituciones se amplia enormemente,
credndose una nueva ciencia, llamada fotogrametria,
de gran importancia y utilidad por la rapidez y preci-
sién de sus resultados.

REFLEJOS

reflejado en a,. El observador, colocado en V (punto
de vista), vera dos imagenes de A: la directa A’ (pers-
pectiva de A) y la reflejada R, (perspectiva del punto
de reflexién R, del rayo) coincidente con la imagen
del punto S,, simétrico de A respecto a ¢, como se ve
en la figura. Esto permite enunciar:

B

Fig. 35.4.—Simetria de imdgenes directa y reflejada.

La imagen reflejada por un punto sobre una super-
ficie reflectante @ es la perspectiva del simétrico del
punto, respecto a @. Los reflejos se reducen, por tanto,
a simetrias respecto a la superficie reflectante.



35.6. Simetria de imagenes de cuadro vertical

Sea ¢ (Fig. 35.4) la superficie del agua (superficie
reflectante); G, el plano geometral; B y C, las proyec-
ciones ortogonales de A sobre Gy ¢y S,y S, los
simétricos de A y B, respecto a @ y por tanto, respecto
acC.

Si el cuadro es vertical, las perspectivas A’ y B’ de
Ay B son simétricas de las reflejadas R, y R, respecto
alaimagen C’ de C, lo cual permite enunciar:

Si el cuadro es vertical, las imdgenes directa y
reflejada de un punto son simétricos, respecto a la
imagen de la proyeccion ortogonal del punto sobre la
supetficie reflectante horizontal.

Si A se aleja en direccidon VA (Fig. 35.5), hasta la
posicién B, su imagen B’ = A’ no varia, pero la B, de
B, se acerca a la linea de horizonte, lo mismo que la
simétrica R, de B’, respecto a B,

Cuando A se eleje al infinito, en /_, en su proyec-
cién 1, serd impropia; su imagen /; incidird con 2 y la
imagen reflejada R; seguird siendo simétrica respecto
al; =h. De aqui, la regla:

En perspectiva de cuadro vertical, la imagen refle-
Jjada de un punto impropio I sobre una superficie hori-
zontal es la simétrica de su imagen directa I, respecto
a la linea de horizonte.

Esto permite hallar ficilmente reflejos de astros
(sol, luna) o de puntos suficientemente alejados del
observador (contornos y montafias lejanas) consi-
derdndolos, sin gran error, como puntos impropios
(Fig. 35.7).

35.7. Partes vistas de figuras reflejadas

Las perspectivas directa y reflejada de una figura
son iméagenes de figuras simétricas, sin que esto impli-
que que sus partes vistas sean las mismas, como puede
comprobarse en ¢l alzado de un inmueble de pisos
(Fig. 35.6) y su simétrico, respecto a la superficie
reflectante horizontal ¢, siendo 7'y V, el cuadro y
punto de vista, situado a igual cota que C.

En la imagen directa, se ven los suelos de las terra-
zas y pisos inferiores a C, como el D, y los techos de
las superiores, como €l A y en cambio, en la reflejada
se ven los techos de todas las terrazas y ningtn suelo.

El plano geometral (punto E) es visto en la perspec-
tiva directa y oculto en la reflejada, sucediendo lo
mismo con el faldén A del tejado.

Otras veces, partes vistas en ambas no lo son en la
misma extension. Por ejemplo: el techo AB de la terra-
za superior es todo visto en la imagen directa y s6lo
parcialmente, en la reflejada, por impedirlo la barandi
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Fig. 35.5.—Reflejo de un punto impropio.

lla acristalada. Asi mismo, cuerpos situados delante de
la figura (4rboles, casas, etc.) pueden ocultar parcial o
totalmente partes vistas distintas en ambas perspecti-
vas.

Finalmente, el alejamiento o proximidad de la
superficie reflectante y su mayor o menor extension

Fig. 35.6.—Partes vistas de figuras reflejadas.

son las que limitan, de modo decisivo, la aparicién y
amplitud de la imagen reflejada.

Lo mas prictico es elegir puntos caracteristicos del
contorno de la figura; hallar sus imdgenes directa y
reflejada y una vez comprobada la parte de figura que
se refleja, completarla con los puntos necesarios.
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A— /2% B 3
RS

Fig. 35.7.—Perspectiva de reflejos.

35.8. Dibujo de reflejos

En la figura 35.7, el plano del agua es el definido
por la quebrada I’J’K’L’ de interseccién con el borde
vertical del muella. La imagen reflejada de éste y de
las juntas verticales son las simétricas, verticalmente,
respecto a los lados de la quebrada.

El plano vertical de simetria de 1a marquesina corta
al reflectante, segtin la recta r’ y el eje de simetria
D’R,, de la cara anterior del soporte, en S’. Tomando

35.9. lluminacion

En perspectiva cénica, la orientacion e inclinacién
de los rayos de luz no suelen ser caprichosa o rutina-
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S’R; = S’D’ se obtiene el reflejo R, de D’ y el R de
t.

La imagen directa A’B’C’ de la parte superior de la
marquesina es vista, mientras que, en la reflejada, es
vista la inferior R;R R,

Los reflejos de los drboles son los simétricos de las
imdgenes directas, respecto a la superficie del agua, en
cambio, los reflejos R,, y R} de los montes son los
simétricos de M’ y N’, respecto a A, por considerarlos
muy alejados del observador.

SOMBRAS

ria, como tampoco lo es la eleccién de la hora mas
conveniente para fotografiar un objeto fijo o la coloca-
cion de éste, si es movible.

En iluminacidn cénica o puntual (Fig. 35.8), el foco
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(a) Foco delante del observador.

Fig. 35.8.—Illuminacion conica o puntual.

M’-M; puede estar delante o detrds del observador.
En el primer caso (Fig. a), la sombra arrojada por el
punto A’-A; es la traza geometral Ay, del rayo lumino-
so m’-m; que pasa por €él. Si A’-A] fuera la imagen del
extremo de un poste vertical A,A, su sombra es aj, =
AJA,,. Si el foco se coloca delante del poste, en N'-N,
la sombra gy estd dirigida hacia el observador.

El foco M, situado detras del observador, tiene sus
proyecciones invertidas (Fig. b). La interseccién del
rayo luminoso m’ = M’A’ con su proyeccién m; =

4 )

A

o
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(b) Foco detras del observador.

s

Fig. 35.10.—luminacion cilindrica a 45°.

En iluminacién cilindrica a 45° (Fig. 35.10), el rayo
de luz r,-r, (paralelo a la direccién /,-/, de la luz) que
pasa por V-V, corta al plano vertical, coincidente con
el cuadro, en L,-L, y en los tridngulos rectdngulos isés-
celes V,OL, y V,AL, se verifica OL, = OV, =8y OL,
= V,A = AL, = 6. En la figura de la derecha se ha
dibujado L’-L; y la sombra a; arrojada por la vertical
a’.

(a) Sol detras del observador.

(b) Sol delante del observador.

Fig. 35.9.—lluminacion cilindrica (solar).

M A] es la sombra Ay, arrojada por A sobre el geometral.

En 1luminacién cilindrica (solar), el sol viene dado
por el punto de fuga L’- L, de la direccién de los rayos
solares (Fig. 35.9). La sombra arrojada por A’-A;
sobre el geometral (Fig. a), es la traza geometral A;
del rayo de sombra I’-;, fugante en L’-L; y a; = AA,
la del poste a’.

Con sol delante del observador, L’ esta encima de h
(Fig. b) y la sombra a; = A}A; estd dirigida hacia el
observador.

En iluminacién frontal (paralela al cuadro) L; coin-
cide con el punto impropio de A.

BI

Fig. 35.11.—Sombras de bloques de edificios.

35.10. Sombra arrojada sobre el horizontal

En la figura 35.11, se han dibujado las sombras
arrojadas por cuatro bloques paralelepipédicos, con
luz de direccién L’-L;. La sombra de la arista vertical
a’ es la recta que une B| con la interseccién B; de B;L;
y B’L’ (sombra de B’). El resto de las sombras se halla
facilmente, teniendo en cuenta que la sombra de una
horizontal BA fuga en el punto de fuga de ésta. Si es
paralela a ¢, su sombra también lo es. La sombra de las
rectas verticales fuganen L.
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En la figura 35.12, se ha dibujado la sombra arroja-
da en el interior de un pértico de entrada, cion sol de
frente. Las sombras ry, £, a, ..., etc. de las aristas r’,
t’, a’, ... de pilares se obtienen directamente, uniendo
sus pies con L;,. La del borde inferior m’ de la viga,
por medio de la sombra A; de A’ (interseccion de LA’
con ay), siendo my = AF,,

Ls

Fig. 35.12.—Sombra con sol de frente.

35.11. Sombras sobre planos verticales

En la figura 35.13 se han dibujado las sombras
arrojadas sobre la escalera por la arista horizontal a y
la vertical ¢, con luz frontal de direccién L’ (nim.
35,9). La sombra de ¢’ (arrojada sobre el suelo y el
primer escalon) es la quebrada c¢; que corta al rayo de
sombra de A’, en A; (sombra de A”).

I Lb h L'3/2

t

ANEA N N

Fig. 35.13.—Sombras sobre una escalera con luz frontal.

Las sombras A;B’, C’Dy, ..., etc., arrojadas por @’
sobre los planos horizontales (huellas) de los escalo-
nes, fugan en L y las B’C’, ..., arrojadas sobre los pla-
nos verticales (tabicas), pasan por las trazas D’, E’ y
F’ de @’ con éstos y fugan en €l mismo punto de I lo
cual sirve para hallarlas.
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En la figura 35.14, se han dibujado las sombras pro-
ducidas en la entrada de un edificio, con luz de direc-
cién L’-L;. En este caso, se ha tomado como geome-
tral auxiliar el plano horizontal & = [a,b] que corta a
los planos verticales de la planta baja, segtin la que-
brada KMNRS.

Fig. 35.14.—Sombras sobre planos verticales.

La sombra de a’ sobre los pardmetros veticales de
trazas KM y MN se ha hallado por medio del plano de
sombra de la vertical m que corta a @, segin la recta
LM’y aa’,en A’. Se traza luego el rayo de sombra
A’L’ que corta a m’, en A; (sombra de A’) y determina
la horizontal de sombra a; (fugante en F)) y la A;D’
que pasa por la traza C’ de a’ con la cara que contiene
a M’N’. Las restantes sombras se hallan de forma ana-
loga. Como se ve, con este método, no es necesaria la
linea de tierra.

35.12. Sombras sobre otras superficies

Como ejemplo de sombras arrojadas por curvas
sobre superficies curvas, en la figura 35.15, se ha
dibujado la sombra arrojada y autoarrojada por un
tubo cilindrico recto, de eje normal al cuadro, apoyado
sobre el geometral, seglin una generatriz.

Los planos de sombra son paralelos a las generatri-
ces (fugantes en P) y a la direccién de iluminacién
(fugante en L"), luego PL’ es su recta limite y sus tra-
zas con el plano 6 de la base del tubo, paralelas a ella.



Las trazas de los planos de sombra, tangentes al
cilindro, son t, y t;, paralelas a PL’ y tangentes a la
base anterior del tubo (de centro O y plano frontal de
traza g;), y sus intersecciones con g; unidas con P,
son las trazas geometrales g, y g5 que limitan la som-
bra arrojada.

a) Sombra autoarrojada. Es la arrojada por el arco
A’4’6’B’ de la base anterior en el interior del tubo
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(siendo A’ y B’ los puntos de tangencia de ¢,y 25) y se
ha hallado por puntos, por planos auxiliares de sombra
de trazas t,, t;, ... paralelas a t,. El t}, por ejemplo,
corta al cilindro, segin las generatrices M y G’4;y
al geometral, segin g;. El rayo de luz 4’1’ corta a
G’4;, en la sombra 4; de 4°. Los restantes puntos I,
2, ..., etc. se hallan de forma anéloga.
b) Sombras sobre el geometral. Son las arrojadas

Fig. 35.15.—Sombras de un tubo cilindrico.

por el arco A’H’B’ de la base anterior, el C’M’D’ de la
posterior y por las generatrices de tangencia A’C’ y
B’'D’.

Las trazas geometrales Ag, Cs y By, D; de los rayos
de sombra de A", C'y B’, D’ determinan las sombras de
ICyFBD.

Las arrojadas por los arcos ya citados se hallan, por
medio de los planos auxiliares anteriores. En el plano
t,, por ejemplo, los rayos de sombra de M’ y G’ cortan
a la traza g, del plano, en M;y G;. Asi se obtienen los
puntos G, Hg, I;y J; que junto con el E’ de tangencia

con g;y los de tangencia A;y Bgcon g,y g4 permiten
dibujar el arco eliptico de sombra AEH B
Analogamente, los puntos C;, K;, M, ..., Dg determi-
nan el otro arco tangente a g, y g5, en Cgy Dy, respec-
tivamente.

También podria haberse hallado la sombra arrojada,
por puntos aislados como el B’-B], de sombra B;.

En el cap. 39 de n/E. de G. D. pueden verse diver-
sos ejercicios de sombras de cuadro vertical, inclinado
y horizontal.
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V. GNOMONICA Y RELOJ DE SOL

36. PROYECCION GNOMONICA

36.1. Generalidades

La proyeccién gonémica es un sistema de aplica-
cién limitada que sélo sirve para representar los ele-
mentos de una radiacién, es decir, el conjunto de rec-

v

Fig. 36.1.—Elementos fundamentales de la proyeccion gnémonica.

su proyeccién ortogonal P sobre el cuadro y por su
distancia d a él.

Los unicos elementos de referencia que aparecen en
el papel son: el punto P (punto principal) y la distan-
cia d, representada generalmente por un circulo C,, de
centro Py radio d (circulo distancia).

Las rectas y planos de la radiacién quedan determi-
nados por el vértice V, comun a todos y por su traza
con el cuadro que designaremos con la letra T y t, res-
pectivamente. Asi £,y 5 son las trazas de los planos o
y B; T, T,y T, son las de las rectas 7, s e i (interseccién
de o'y B). La representacién gnomémica se aplica en
diversas construcciones de la proyeccién central y de
otros sistemas pero, fundamentalmente, en la determi-
nacion de sombras y construccién de relojes de sol.
De ahi, su nombre.
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tas y planos que pasan por un punto V o vértice de
aquella.

Los elementos fundamentales son el plano de pro-
yeccién 7 (cuadro) y el vértice V, exterior a él (Fig.
36.1). La posicion de V en el espacio queda fijada por

L =

Fig. 36.2.—Representacion de recta y plano.
Circulo de inclinacion .

36.2. Representacion de la recta

En la figura 36.2, las rectas r y s estdn representa-
das, como ya se dijo, por sus trazas T,y T..

Las rectas, como la a, paralelas a 7 o rectas de fren-
fe, tienen su traza en el infinito del papel. Se represen-
tan por su direccién T, dibujada con una flecha.

Si una recta r forma con el cuadro un dngulo vy (Fig.
36.1), todas las de igual inclinaci6n 7y seran las genera-
trices de un cono recto de revolucién de eje VP, y sus
pies o trazas distarén de P la longitud PT,. Por tanto:

El lugar geométrico de las trazas de las rectas de
inclinacién y es un circulo C,, de centro P, llamado
circulo de inclinacion .

Si y=45° en el tridngulo rectidngulo VPT,, se veri-
fica: VP = PT,, luego el circulo distancia es el circulo
de inclinacién y= 45°.



Fig. 36.3.—Abatimiento de un plano de perfil.

36.3. Representacion del plano (Figs. 36.1y 2)

a) Plano perpendicular al cuadro o plano de per-
fil.- Contiene a la normal VP, por lo que su traza ha de
pasar por el punto principal, como sucede con el & =
[VPT ], cuya traza t; pasa por P.

El plano proyectante ortogonal de una recta es el
plano de perfil 5 que pasa por ella. Su traza f; coincide
con la proyeccién ortogonal PT, de aquella.

b) Plano paralelo al cuadro o plano de frente.- No
tiene representacion, por estar su traza en el infinito.

¢) Plano oblicuo respecto al cuadro o plano incli-
nado.- Su traza es una recta cualquiera que no pasa
por P. Tal ocurre con los 1,y #.

Fig. 36.4.—Abatimiento (rjde larecta T,

d) De la figura 1 se deduce: Si una recta ¢ pertenece
a un plano o, su traza T; estd situada en la traza ¢, del
plano o lo que es lo mismo: la traza de un plano es el
lugar geométrico de las trazas de las rectas situadas en
él.

Inversamente: Si varios planos, como los o y 3,
pasan por una recta i, sus trazas t, y tg concurren en 7T,

Todo plano o, de inclinacién B, respecto al cuadro
(Fig. 36.5), es tangente al cono de revolucién de eje
VP cuya base es el circulo de inclinacion C4 (no dibu-
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jado) de radio PN. La generatriz de contacto es la
recta VN de maxima pendiente del plano y su traza t,
es tangente al circulo Cjen la traza N de VN.

La distancia VN de V a la traza ¢, del plano coincide
con la recta de maxima pendiente y recibe el nombre
de ancho del plano.

Fig. 36.5.—Abatimiento del plano.

36.4. Abatimiento

Al abatir el plano de perfil z; (Fig. 36.3) sobre el
cuadro, el vértice V describird un arco de circulo V(V),
de plano normal a la charnela #;. El radio PV se con-
servard normal a ¢; durante el giro, luego el abatimien-
to (V) del vértice se encontrard sobre la normal P(V) a
la charnela 75 y a distancia d de ella.

Para obtener el abatimiento (r) de cualquier recta 7,
de este plano, basta unir su traza 7, con el abatimiento
(V) del vértice. El dngulo formado por (r)y tyesel
de inclinacién de la recta, en verdadera magnitud.

Esto es lo que se ha heho en la figura 36.4 para aba-
tir el vértice V'y la recta T, contenida en el plano .

El abatimiento del vértice es la interseccién (V) de
la normal P(V) a t, con el circulo distancia C,.
Uniendo (V) con Tr, se obtiene el abatimiento (r) de la
recta y el dngulo (V)T P = ¢ de inclinacién de ésta.

Si se trata de un plano inclinado o (Fig. 36.5), el
vértice V describird también el arco V(V), de radio V
N, normal a ¢. El plano del circulo descrito por V es el
de perfil de traza PN, normal a t,, luego el abatimiento
(V), de V estara en la prolongacién de PN y distard de
N la longitud N(V), = NV (ancho del plano).

VN se obtiene en verdadera magnitud, en (V)N, por
medio del abatimiento del tridngulo de perfil VNP,
como antes se ha explicado.

Uniendo (V), con las trazas T, y T, de dos rectas
cualesquiera del plano, se obtienen los abatimientos
(a)y (b) de éstas y el dngulo o que forman entre sf.
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De lo dicho se deduce la construccién a seguir
(Figura 36.6).

Desde el punto principal, se traza la perpendicular
PN y la paralela P(V) a la traza ¢, del plano dado,
hasta su interseccién (V) con el circulo distancia C,.
La recta N(V) es el abatimiento de la recta de maxima
pendiente o ancho del plano.

Trazamos luego el arco de centro N y radio N(V)

Fig. 36.6.—Abatimiento del plano o =[T,, T,].

que corta a PN, en el abatimiento (V), de V. Uniendo
este punto con T, y T,, se obtienen los abatimientos
(a) y (b) de a y b y el del dangulo o que forman.
También podia haberse abatido V en sentido opuesto,
en(V),

La construccién explicada es idéntica a la seguida
en diédrica (nim. 8,2) para abatir un punto sobre el
horizontal.

36.5. Perpendicularidad

Si una recta r es perpendicular a un plano « (Fig.
36.7), el plano de perfil #; determinado por aquella es
perpendicular al #'y al & (por contener a sus normales
respectivas VP y (r)) y por lo tanto, a la interseccion z,
de ambos.

Por ser r normal a a, también lo serd a su recta de
méaxima pendiente y al abatirlas en (V)T y (V)N,
T (V)N = 90° lo cual sirve para hallar una u otra, por
medio del tridngulo rectdngulo abatido T(V)N, como
veremos en los ejercicios siguientes.

1° Recta perpendicular a un plano t, Desde P (Fig.
36.8) se traza la perpendicular PN y la paralela P(V) a
t,, hasta su interseccién (V) con C,, siendo (V)N el
abatimiento de la recta de mdxima pendiente del plano
y la perpendicular a ella por (V), el abatimiento (r) de
rque cortaa PM, enlatraza T, der.

2° Plano perpendicular a la recta T.. En la misma
figura anterior, se traza T,P y la perpendicular P(V) a
ella, hasta su interseccién (V) con C, siendo (V)T, el
abatimiento de r. La perpendicular (V)N a () corta a
la prolongacién de TP, en el punto N que pertenece a
la traza t, de o, perpendicular a T P.

Rectas perpendiculares

Suponiendo & = 90° en la figura 36.5 se verifica:
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Fig. 36.7.— Perpendicularidad.

Si dos rectas T, y T, son perpendiculares, sus abati-
mientos (a) y (b) también lo son y forman un_triéngulo
rectangulo de catetos (a) y (b), hipotenusa T, T, y altu-

Fig. 36.8.—Recta T, perpendicular al plano t .

ra igual al el abatimiento (V),N del ancho del plano a,
determinado por las rectas.

Los ejercicios que siguen son aplicacién inmediata
de todo lo expuesto:



36.6. Hallar el plano bisector de un diedro
de carast,y t;y arista T, dadas

Solucion.- El dngulo de un diedro es el de su rectili-
neo, de plano normal a la arista del diedro. Basta pues
(Fig. 36.9) trazar el plano ¢, normal a la arista, abatien-
do ésta en (a) y trazando la perpendicular (V)N a ella,
hasta su interseccién N con T,P (ndm. 36,5-2°).

El plano ¢, del rectilineo corta a las caras del diedro,
segun las rectas 7, y T, (intersecciones de 7, con z, y ty),
abatidas en (c) = (V)T, y (d) = (V)T,, que f forman el
angulo 6 = T(V)T, del rectilineo, siendo N(V) = N(V),.

La bisectriz (b) de 6 corta a t, en su traza T, y
determina la traza t, =7,T, del bisector pedido.

Fig. 36.9.—Bisector del diedro de caras t, y t,

36.7. Hallar el angulo que larecta T,
forma con un plano dado t;

Solucion.- El dngulo que una recta forma con un
plano es el que forma con su proyeccién ortogonal
sobre el plano. Dicho dngulo es también el comple-
mentario del que forma la recta con la normal al
plano, trazada por cualquier punto de ella. De aqui, los
dos procedimientos a seguir (Figura 36.10).

1°) Por el punto V de la recta T, se traza la perpen-
dicular T, a 6, por medio de su abatimiento (b) =
(V),T,, normal a (V),N. Se abate luego el plano y= [a,
bljyconél, T,y T,, en (a) y (b), que forman entre si el
dngulo o, complementario del buscado f.

2°) El plano t, antes hallado es el proyectante orto

36. PROYECCION GNOMONICA

EJERCICIOS

Fig. 36.10.—Angulo de la recta T, con el plano t,

gonal de T, sobre & (por contener a 7,), y su intersec-
cién T, con & es la proyeccién ortogonal de a sobre 4,
luego 3 =(a)(c) es el angulo buscado.

Si t5y t, se cortan fuera de los limites del dibujo, se
halla o y luego, su complementario f3.
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Fig. 36.11.—Recta de inclinacion o contenida en el plano t,

36.8. Dado un plano ¢, determinar una recta
contenida en él y que forme un angulo a,
dado, con el plano del cuadro

Solucion.- Basta hallar el circulo de inclinacién Ca
(Fig. 36.11) correspondiente al dngulo dado. Para ello,
abatimos un plano de perfil arbitrario z, y con €I, la
recta r, abatida en (7), que forma el dngulo o con PT,
090 -a con (V)P.

La intersecci6n 7, de (r) con ¢, determna el radio del
circulo de inclinacién C, que corta a t; en las trazas T,
y T de las rectas buscadas.
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36.9. Construir un triedro trirectangulo
de vértice V, de modo que una de sus
caras coincida con un plano dado ¢,
y que el triangulo de las trazas de sus
tres caras sea isOsceles y se verifique
TaTb = TaTc

Solucion (Fig. 36.12).- La traza T, de la arista a,
normal a la cara ¢,, se obtiene por medio del abati-
miento (V), del vértice y de la perpendicular (a) a
N(V),.

Fig. 36.12.—Triedro trirectdngulo de cara t,

y arista opuesta T, tal que T.T, = T,T.

Por otra parte, las aristas b y c son normales enre s{
y sus trazas, T, y T, equidistan de N por ser T,T, =
T,T, luego el tridngulo abatido T,(V)T, ha de ser isés-
celes y rectdngulo en (V) y su vértice (V) ha de estar
en la semicircunferencia de centro N y radio N(V) =
N(V), yenlanormal N(V) at,

Basta pues llevar sobre la traza t,, a partir de N, las
longitudes NT, = NT, = N(V),, quedando asi determi-
nado el tridngulo de trazas pedido.
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36.10. Construir un triedro, conociendo uno
de sus diedros y las dos caras que
lo forman

Solucidn.- En los problemas de construccion de die-
dros se supone, para facilitar las construcciones, que
una de sus aristas es normal al cuadro, con lo que el
plano del rectilineo de dicha arista coincide con el
cuadro.

Fig. 36.13.—Triedro de arista T, = P, diedro D,y caras By Y.

En nuestro caso (Fig. 16.13), designaremos a las
aristas por las letras a, b y c. A los diedros de estas
aristas, por D, D, y D, y a las caras respectivas,
opuestas a ellas, por & By ¥. Se suponen conocidos el
diedro D, y las caras By ¥.

Segiin lo dicho, colocaremos el diedro con su vérti-
ce en Vy su arista a, normal al cuadro. En esta posi-
cién, T, coincidird con P, los planos t; y ¢, de las caras
del diedro serdn planos de perfil y el diedro D, vendré
dado en verdadera magnitud sobre el cuadro, siendo
sus lados las trazas #; y t, de las caras. De aqui, la
construccion.

Con vértice en P, construir un dngulo igual al D,
del diedro, de lados #5 y ¢, Abatir luego la cara f3, tra-
zando por P la perpendicular P(V), a 1, hasta cortar en
(V), a C,y por este punto, trazar la recta (c) que forme
con P(V), el angulo b, hasta su interseccion T, con ¢,
(traza de ¢).

Abatiendo de forma andloga la cara ¥, se obtiene
ésta abatida en P(V),T,, siendo T,T. =t la traza de la
tercera cara.



37.1. Generalidades

El reloj de sol consta, en esencia, de dos partes fun-
damentales: el objeto que produce sombra y la super-
ficie que la recibe. Al primero se le lama gnomon,
stilo, estilete, varilla o aguja y a la segunda, cuadran-
te o limbo. Los mis generalizados son los relojes de
cuadrante y gnomon. De aqui, el nombre de gnémica
con que se designa a la ciencia que estudia la medida
del tiempo, por medio de la sombra.

La antigiiedad de los relojes de sol y su utilizacién
en todas las épocas, incluso en la actualidad, explica
la enorme variedad de tipos y modelos, de objetos y

37. RELOJ DE SOL

materiales utilizados y de formas, dimensiones, orien-
tacion e inclinacién de los mismos.

37.2. Coordenadas geograficas

La forma de la Tierra no es completamente esférica
sino algo achatada por los polos, lo cual le hace sensi-
blemente igual a un elipsoide de revolucién. No obs-
tante, nosotros la supondremos esférica, como suele
hacerse por sencillez de cdlculos y razonamientos.
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El eje polar PP’ (Fig. 37.1) es el eje de rotacién
terrestre cuyo extremo P, situado entre América y
Eurasia, se llama polo Norte y ¢l opuesto P, polo Sur
designdndose ambos con las letras N y S, respectiva-
mente.

El plano perpendicular al eje polar que pasa por su
punto medio C, o centro geométrico de la tierra, corta
a ésta segiin un circulo maximo (ecuador terrestre) y
los planos paralelos a él, segin circulos menores
(paralelos).

Fig. 37.1.—~Coordenadas geogrdficas.

La tierra queda dividida por el ecuador en dos
hemisferios. El superior o boreal contiene el polo
Norte y el inferior o austral, el polo Sur.

Todo plano que pasa por el eje polar corta a la tie-
rra, segin un circulo mdximo (meridiano). El semicir-
culo correspondiente al hemisferio boreal se llama
meridiano superior y el opuesto, meridiano inferior.

Por cualquier punto A de la superficie terrestre pasa
siempre un meridiano y un paralelo (dibujados en la
figura), lo cual sirve para determinar la posicion de A.
Para ello se toma el ecuador como referencia de para-
lelos y como referencia u origen de meridianos, el que
pasa por el observatorio de Greenwich, también lla-
mado primer meridiano, que corta al ecuador en O.

En el sistema de coordenadas esféricas de origen O,
asf determinado, las coordenadas del punto A o coor-
denadas geogrdficas, son:
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a) La longitud geogrdfica A o dngulo diedro forma-
do por el primer meridiano y el que pasa por A. Si
mide por el dngulo A del rectilineo del diedro determi-
nado por el ecuador o por su arco OB, expresado en
grados. También puede medirse sobre el paralelo de A.

La longitud se llama oriental u occidental, segin se
mida hacia el este o hacia el oeste, respectivamente,
pudiendo variar de 0° a 180°, en ambos sentidos.

b) La latitud geogrdfica ¢, o angulo que el radio
CA forma con el ecuador. También suele medirse, a
partir del ecuador, por el arco BA determinado por el
meridiano de A.

La latitud es positiva o0 negativa, segin se mida
hacia el norte o sur, respectivamente. En el primer
caso, se llama norte o boreal y, en el segundo, sur o
austral, variando de 0° a 90°, en ambos casos.

En ocasiones, se utiliza también el complemento
90° -¢ de la latitud, llamado colatitud. Se mide por el
arco PA, complementario del BA.

Los mapas se dibujan con gran mimero de meridia-
nos y paralelos igualmente espaciados, formando una
malla o cuadricula que cubre por completo la superfi-
cie representada. De este modo, interpolando entre
dos consecutivos, se obtiene la longitud y latitud de
cualquier lugar con bastante aproximacion.

37.3. Orientacién

Supongamos un observador colocado en el punto
A, de la figura anterior, y de pie sobre la superficie
terrestre. La vertical AZ le atravesara de pies a cabe-
za y porlongindola hacia el interior de la tierra,
pasara por su centro C o lo que es lo mismo, coinci-
dird con el radio AC. Su extremo Z, situado por
encima de la cabeza, se llama zenit y el opuesto N,
supuesto prolongado después de atravesar la tierra,
nadir.

El horizonte de este observador es el plano 7, tan-
gente a la superficie terrestre en A y perpendicular a la
vertical AZ y por tanto, horizontal. De ahi, su nombre.
La interseccion de este plano con el del meridiano de
A es una recta NS, llamada meridiana, que determina
la direccién norte-sur del lugar. La perpendicular a
ella, por A, coincide con la direccidn este-oeste.

Si el observador se coloca mirando hacia el polo
norte P, tendra delante de €l, sobre el horizonte, el
Norte N; detras, el Sur S; a su derecha, el Este E'y a su
izquierda, el Oeste O (que también se representa por
W).

La direccion vertical que, como se sabe, coincide
con la de la gravedad, puede materializarse con la plo-
mada.



El plano horizontal coincide con la superficie libre
del agua en reposo y puede materializarse, nivelando
dos rectas cualesquiera de su plano que no sean para-
lelas.

La vertical, la meridiana y la paralela g al eje polar
pertenecen al plano del meridiano de A, normal a 7.

La paralela g al eje polar forma con el horizonte y
con la vertical, dngulos respectivamente iguales a la
latitud y colatitud del lugar, y su proyeccién ortogonal
sobre el horizonte coincide con la meridiana, siendo
su plano proyectante el del meridiano del lugar.

Estas propiedades son de frecuente uso en la cons-
truccién de los relojes de sol, cuyo gnomon g es para-
lelo al eje terrestre, como mds adelante veremos.

P

23°27'30"

21 MARZO
23 SEPT.

23°27'30"

22 DICIEMBRE

PI

Fig. 37.2.—Movimiento aparente del sol en la esfera celeste.

37.4. Esfera celeste

Para facilitar el estudio del movimiento y posicio-
nes de los astros, se supone que el universo es una
esfera finita pero inmensa, de dimensiones colosales,
llamada esfera celeste (Fig. 37.2).

La Tiera ocupa el centro de ella y como su tamafio
es pequefiisimo comparado con el de la esfera, se
supone reducida a un punto, lo cual obliga a admitir:

a) Que todo observador terrestre, de cualquier lon-
gitud y latitud, estd situado en su centro, por el que
también pasan sus horizontes respectivos.
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b) Que al dirigir una visual a cualquier astro, lo
verd proyectado sobre la esfera, desde su posicién
central.

Los astros como el X se representan, por tanto, por
sus proyecciones centrales S sobre la esfera, desde su
centro T, por medio de visuales radiales.

37.5. Movimientos aparentes del Sol

La Tierra, como se sabe, no esti fija en el espacio
sino que estd animada de una serie de movimientros.
Los mds importantes y conocidos son:

1°) El movimiento de rotacion, alrededor de su eje
polar, también llamado movimiento diurno, por ser de
un dia de duracién. El sentido de giro es el indicado
en d (Fig. 37.2), o sea, el contrario a las agujas de un
reloj para un observador situado fuera de la tierra y
encima del polo norte.

2°) El movimiento de traslacion alrededor del Sol,
segin una trayectoria plana, llamada ecliptica por su
forma de elipse, en la que el Sol ocupa uno de sus
focos.

El eje polar se conserva paralelo a si mismo durante
todo el recorrido, por lo que la oblicuidad de los rayos
solares varia paulatinamente a lo largo del afio, dando
lugar a las cuatro estaciones. El valor del dngulo que
el eje polar forma con la normal a la ecliptica se man-
tiene constante y su valor es de 23° 27’ 30”.

a) Por ser para nosotros inapreciable el movimiento
de rotacién, nos parece que la tierra esta fija y que son
los cuerpos celestes exteriores a nosotros los que giran
alrededor del eje polar, pero en sentido d’ contrario al
nuestro, o sea, de E a W.

Este es el llamado movimiento aparente de los
astros, en virtud del cual parece como si toda la béve-
da celeste girase alrededor de la tierra cuando, en rea-
lidad, es ésta la que gira y las estrellas, las que perma-
necen fijas.

De acuerdo con esto, al suponer inmévil la tierra, la
trayectoria aparente del Sol, situado en D por ejemplo,
es siempre un circulo menor de la esfera celeste, lla-
mada paralelo diurno, de plano perpendicular al eje
polar.

b) Refiriéndonos ahora al movimiento de traslacién,
como la oblicuidad de los rayos solares (inclinacién
del vector sol-tierra respecto al eje polar) va variando
a lo largo del afio, si dibujamos el vector sobre la esfe-
ra celeste en cada una de estas posiciones, obtendre-
mos sobre ella la trayectoria o curva aparente descrita
por el Sol, que también se llama ecliptica.

Como el vector Sol-Tierra se mueve en el espacio
sobre un plano, la curva aparente descrita por el Sol
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en la esfera celeste serd una curva plana o mejor
dicho, un circulo maximo de ésta. La interseccién del
plano de la ecliptica con el del ecuador es la linea
equinocial AC, normal al eje polar; sus extremos A y
C, los equinocios de primavera y otorio y By D, los
solsticios de verano e invierno, respectivamente.

En los equinocios A y C, el vector Sol-Tierra es
normal al eje polar. Los dias son iguales a las noches

(de aquf el nombre de equinocios) y el paralelo diurno
o trayectoria aparente del Sol es coplanario con el
ecuador terrestre.

A lo largo del afio, el Sol se mueve de A (21 de
marzo) a B (22 de junio). Desde este punto, a C (23 de
septiembre) y luego, a D (22 de diciembre), com-
pletdndose su 6rbita al volver a A. Esto explica su
lento recorrido a través de las estrellas y su aparicién

23°27'30"

21 MARZO
23 SEPT.

23°27'30"

22 DICIEMBRE

Fig. 37.2.—Movimiento aparente del sol en le esfera celeste.

sucesiva en los doce signos del zodiaco. El sentido de
este movimiento es, como se indica en la figura, con-
trario al de su movimiento diurno aparente d’.

En resumen, por la rotacién de la Tierra, el Sol des-
cribe diariamente un paralelo diurno en el sentido d’
(de E a W), pasando por el Sur y por el movimiento
de traslacién, recorre anualmente la ecliptica, en senti-
do contrario al anterior.

De la combinacién de ambos movimientos, resulta
la trayectoria aparente verdadera del Sol pero en la
construccién de los relojes de sol se supone, para
mayor sencillez, que el sol describe cada dia un para-
lelo diurno completo cuya distancia al ecuador a decli-
nacion va variando a lo largo del afio, desde la maxi-
ma de 23° 27’ 307, en el solsticio de verano, hasta la
opuesta del mismo valor pero de sentido contrario, en
el de invierno, siendo de seis meses el tiempo transcu-
rrido de un solsticio a otro.
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37.6. Coordenadas horizontales

Para determinar la posicién de los astros en la esfe-
ra celeste, se prolongan los planos y ejes de referencia
de la Tierra, hasta cortar a la esfera.

Los planos de referencia son el del ecuador, el de la
ecliptica y el horizonte del observador. Como ejes de
referencia se adoptan los normales a éstos: el eje polar
o de giro terrestre, el del giro aparente del Sol y el
zenit-nadir o vertical del observador.

Cada uno de estos planos, con su eje normal respec-
tivo, determina un sistema de coordenadas esféricas o
coordenadas celestes geocéntricas, llamadas ecuato-
riales, eclipticas y horizontales cuyos nombres corres-
ponden al del plano de referencia utilizado.

En los dos primeros sistemas, se toma como origen
(Fig. 37.2) el equinoccio de primavera o punto vernal
(interseccidn A del ecuador y la ecliptica) y se repre-
senta por la letra griega .



En el sistema horizontal (el mdas utilizado en los
relojes de sol) el plano fundamental o de referencia es
el del horizonte del lugar que se considere (figura
37.3). Todo plano que pase por el eje zenit-nadir se
llama vertical 1o mismo que el circulo que determina
en la esfera y los perpendiculares a éste eje y parale-
los, por tanto, al del horizonte, almicantarates.

Fig. 37.3.—Coordenadas horizontales.

Como origen de los circulos verticales, se adopta el
que contiene al eje polar, que es precisamente el meri-
diano del lugar (el plano del papel, en la figura) que
corta al horizonte, como ya dijimos (nim. 37,3),
segin la N-S o meridiana.

De los dos semicirculos en que el ecuador divide el
meridiano, el que contiene al zenit Z se llama superior
y el opuesto, inferior.

Otro circulo vertical interesante es el perpendicular
al meridiano, llamado primer vertical, que corta al
horizontal segun la recta E-W.

Las coordenadas horizontales de un punto A, en
este sistema, son:

a) El azimut a o angulo diedro que el vertical del
astro forma con el meridiano. Se mide sobre el hori-
zonte, por su rectilineo OTB y se cuenta de 0° a 360° a
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partir del Sur, como origen, en el sentido SWNE.
También puede medirse de 0° a 180°, considerandose
como positiva la direccién SWN y negativa la contra-
ria, como sucede en la figura.

b) La altura h o dngulo ATB que la visual TA al
astro forma con el horizonte. Se mide sobre el vértical
del astro, toméandose como positiva la dirigida hacia el
zenit y como negativa (depresion), hacia el nadir.

A veces se utiliza, como tercera
coordenada, el complemento de la
altura, llamada distancia zenital. Se
mide de 0° a 180°, desde el zenit
hacia el nadir, y se presenta por z 0 {.
A distancias cenitales menores o
mayores de 90° corresponden alturas
o depresiones del astro.

Como vertical del astro, se consi-
dera sélamente el semicirculo que lo
contiene.

Veamos ahora el recorrido aparen-
te del Sol en un dia cualquiera del
afio. Su trayectoria diurna aparente es
el paralelo diurno dibujado en la
figura, de plano normal al eje polar.
El plano de horizonte es el de un
observador de latitud ¢, por cuya
razén, el dngulo formado por su ver-
tical o zenit y el eje polar es 90° -¢.

Este observador del hemisferio
boreal lo vera aparecer siempre en su
plano de horizonte, por el Este, en M.
Luego lo verd elevarse hasta alcanzar
el meridiano, en C y una vez pasado
éste, descender segin una tra-

yectoria simétrica de la anterior, hasta desaparecer por
el horizonte, en D. El tiempo que tarde en recorrer
todo el paralelo diurno es el mismo que la tierra
emplea en dar una rotacién completa.

Cuando el Sol o una estrella asoma por el horizon-
te, en M, se dice que estd en orto y cuando se oculta,
en D, en ocaso. La posicion intermedia C, que coinci-
de con el meridiano, se llama culminacion, pudiendo
ser inferior o superior (caso de la figura), segtin corte
al meridiano de uno u otro nombre. Es ésta la maxima
altura H alcanzada por el Sol en esta latitud, en su
recorrido diario. De ahi, su nombre.

El dngulo formado por las visuales TM y TD al Sol,
en su corto y ocaso, con la linea este-oeste, se llama
amplitud ortiva (dngulo ETM) y occidua (dngulo
WTD).
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37.7. Recorrido del Sol por el horizonte

En la figura 37.4 se han dibujado los paralelos diur-
nos extremos (de méxima y minima declinacién = 23°
27’ 30), correspondientes a los solsticios de verano e
invierno y el paralelo medio, correspondiente a los
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equinoccios de primavera y otofio, en los que coincide
con el plano del ecuador. S, y S, son las posiciones del
Sol a su paso por el meridiano, en los solsticios de
verano e inviemo y E,, en los equinoccios de prima-
vera y otofio.

En la latitud ¢ de la figura, la culminacién media

AN
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.

Fig. 37.4.—Recorrido del sol por el horizonte.

del Sol durante el afio se produce en los equinoccios y
viene dada por el angulo STE,, = 90° -, igual a la
colatitud.

Como la declinaciéon mdxima del Sol es, como ya
vimos, de 23° 27 30” (solsticios de verano e invier-
no), la culminacién mdxima y minima del afio serdn:
h,=90°- @+ 23°27°30” y h,=90°-¢-232730"

Para un dia determinado del afio, la altura méaxima
o culminacion es:

h=90°-¢p+6
siendo & la declinacién del Sol en dicho dia.

Fijandonos ahora en la duracién y longitud de su
recorrido, vemos que en el solsticio de verano (22 de
junio), el Sol sale por A, y se pone por B,, después de
recorrer el arco A,S B,. Sus amplitudes ortiva y occi-
dua son ETA, y WTB,, es decir, que sale y se pone por
puntos situados al norte de la linea E-W. La amplitud
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A,SB, de la proyeccién de su trayectoria sobre el hori-
zonte es mayor de_180°, lo cual explica que la dura-
cién del dia (arco A,SB,) sea mayor que la de la noche
(arco B,NA,).

A partir de esta fecha, los ortos y ocasos se van
aproximando a la linea E-W y la duracién del dia, asi
como la culminacién, van disminuyendo hasta llegar
al equinoccio de otofio E, (23 de septiembre), en que
el Sol sale y se pone exactamente por E y W. Su cul-
minacion es igual a la colatitud y la duracién del dia
igual a la de la noche.

A partir de esta fecha, los ortos y ocasos se despla-
zan hacia el sur y la culminacién sigue disminuyendo,
hasta llegar al solsticio de invierno (22 de diciembre),
en el que se alcanza los valores minimos: minimo
recorrido A,SB,, minima culminacién y minima dura-
cién del dia (el més corto del afio).



El recorrido de S, a S, dura seis meses y a partir de
esta fecha, se verifica el recorrido inverso de otros seis
meses de duracién, pasando por el equinoccio de pri-
mavera E,, 1o cual explica las variaciones periddicas

de su movimiento aparente sobre el horizonte del
observador.

37.8. Medida del tiempo. Clases de horas

Se llama medio dia verdadero el instante en el que
el centro del disco solar pasa por el meridiano. En
dicho momento son las doce horas del dia solar (tiem-
po verdadero) y cuando el Sol pasa por el meridiano
opuesto, las cero horas.

Observando el paso del Sol por el meridiano,
durante una serie de dias y con un buen cronémetro,
comprobaremos que la duracién del dia solar no es
constante y que el Sol tampoco pasa por el meridiano
a la misma hora.

Para compensar tales irregularidades y ante la
imposibilidad de adaptar los relojes al tiempo verda-
dero por no ser éste uniforme, ha habido necesidad de
imaginar un Sol ficticio, llamado Sol medio que pasa
por el meridiano con rigurosa puntualidad y conserva
invariable la duracién del dia medio.

El tiempo y dia referido al Sol medio se llama tiem-
po medio y dia medio y el correspondiente al meridia-
no de una localidad, tiempo medio local. Tomando
como origen del dia, para dicha localidad, el paso del
Sol medio por su meridiano opuesto a aquella (media-
noche media), se tiene el tiempo civil local, o sea, la
hora local.

El tiempo medio civil, en Greenwich, es el llamado
tiempo universal.

Para evitar las complicaciones que traerfa consigo
el que cada comarca o regién utilizase su hora local,
las diversas naciones del globo han adoptado la llama-
da hora oficial o legal, por la cual se rige la vida de la
nacion.

Para ello, la tierra se divide, por medio de meridia-
nos, en 24 husos iguales, llamados husos horarios y se
numeran hacia Oriente, del 0 a 23. El meridiano de
Greenwich pasa por el centro del huso 0, con lo que,
en cada huso, su meridiano central tendrd una hora
local que diferird de la de Greenwich en un niimero
entero de horas.

De acuerdo con estos husos horarios, cada pais ha
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elegido como hora oficial o legal la del centro del
huso a que pertenece, con lo que se consigue que los
paises situadeos en el mismo huso tengan la misma
hora y que la diferencia entre la de los diferentes pai-
ses sea un numero exacto de horas. La hora legal
adoptada en Espafia es la referida al meridiano de
Greenwich, aunque en la actualidad va adelantada en
una hora respecto a la del huso y en otras épocas, en
dos horas, circunstancia ésta muy a tener en cuenta en
las comprobaciones y medidas del tiempo.

37.9. Convenios gnomomicos

Para simplificar la construccién de los relojes de
sol, se admiten las hipétesis siguientes:

1%. Los rayos del sol que llegan a nosotros se consi-
deran paralelos entre si.

2%, El Sol describe cada dia en la esfera celeste un
circulo (paralelo diurno) de plano perpendicular al eje
polar cuyo centro, situado siempre sobre dicho eje,
varfa en posicidn cada dfa.

3% La duracion de este recorrido diurno, que descri-
be con velocidad uniforme, es de veinticuatro horas.

4%, A una misma hora, durante todos los dias del
afio, el centro del disco solar se encuentra sobre un
plano que pasa por el eje polar (plano horario) el cual,
a las doce del dia (hora solar verdadera), coincide con
el meridiano del lugar.

De acuerdo con esta tltima condicién, a las doce
del dia, el Sol se encontrard sobre el meridiano supe-
rior (Fig. 37.4), en el arco de circulo maximo S;S, o
curva horaria de las doce.

Si dividimos ahora el ecuador celeste en 24 partes
iguales, numerandolas a partir de las doce, como se ve
en la figura, cada punto de divisién determina con el
eje polar el plano horario correspondiente a la hora
que se trate. La seccién de cada plano horario con la
esfera, en la zona comprendida entre los paralelos
diurnos extremos, es la curva horaria respectiva.

En la figura se ha dibujado el plano horario de las
doce y cero horas y el de las seis y dieciocho horas,
perpendicular al anterior, cuyas trazas con el horizonte
son las rectas norte-sur y este-oeste, respectivamente.

Como facilmente se deduce, el dngulo formado por
cada dos planos horarios consecutivos es de 360° : 24
= 15°
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37.10. Reloj de sol ecuatorial

Es el mas sencillo de los relojes de gnomon parale-
lo al eje polar, que son los tnicos que vamos a estu-
diar. El cuadrante y (Fig. 37.5) es perpendicular al

CONSTRUCCION DE
RELOJES DE SOL

gnomon y por tanto, paralelo al ecuador. De ahi, su
nombre. También se llama equinoccial, por ser en los
equinoccios donde el paralelo diurno del Sol coincide
con el ecuador (nim. 37,5).

Si sobre una superficie horizontal plana « se coloca

Fig. 37.5.—Cuadrante ecuatorial, horizontal y vertical.

una varilla (gnomon) de traza 7, paralela al eje polar,
formara con o un dngulo ¢ igual a la latitud del lugar
y se proyectard sobre o, segin la meridiana TA.
Tracemos luego por un punto E del gnomon, el plano
y perpendicular a €l y por su traza ¢, (direccién E-W),
el plano vertical 3 que corta a la varilla, en G. Los pla-
nos @, By v son cuadrantes de los relojes horizontal,
vertical y ecuatorial, de eje comin TG.

A las doce, el plano de sombra de la varilla (plano
horario) coincide con el meridiano (Figs. 37.4 y 5), de
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trazas TA, GA y EA (sombras de la varilla) y a las
nueve, por ejemplo, el plano de sombra corta a f,, en
B, y determina las sombras 7B, GB y EB arrojadas
sobre cada cuadrante, concurrentes en B. La separa-
cién angular entre los planos horarios o de sombra es
de 15° luego si, con centro en E, trazamos un circulo
en el plano ecuatorial (circulo horario) y lo dividimos
en 24 partes iguales, por medio de radios, a partir de
EA, éstos serdn las sombras o rectas horarias del reloj
ecuatorial. De aqui, la construccién:



Situar el gnomon TG paralelo al eje terrestre y
dibujar, sobre un plano y normal a él, un circulo arbi-
trario de centro E (traza del gonomon). A partir de la
traza EA del meridiano, dividir el circulo en 24 partes
iguales, por medio de radios (rectas horarias) y nume-
rarlos, como se ve en la figura. La opuesta a las doce
es la cero y la normal a EA (paralela a E-W), las seis y
dieciocho horas.

Fig. 37.6.—~Reloj horizontal.

Conviene dibujar el circulo horario en las dos caras,
prolongando el gnomon lo necesario, puesto que el
Sol se encuentra seis meses por encima del cuadrante
y otros seis, por debajo, es decir, que cada cara sdlo se
utiliza durante medio afio.
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37.11. Reloj horizontal (Fig. 37.6)

Para construir un reloj de sol horizontal, de cua-
drante coincidente con el plano del papel y gnomon g,
de longitud [ y traza T, se dibuja su proyeccion orto-
gonal g, (coincidente con la direccién norte de la
meridiana del lugar) y luego, se abate g, alrededor de
g, en (g), siendo g,(g) = ¢ la latitud del lugar; T(E), =
I; E, la proyeccién ortogonal de (E), sobre g,; TE,, la
proyeccién ortogonal de g sobre el papel (subestilar) y
E(E), = h, 1a altura del extremo E sobre el suelo.

La traza del plano ecuatorial que pasa por E es la
perpendicular ¢, a g,, trazada por C (interseccion de g,
con la normal (E),C a (g)) y (E) es el abatimiento de
E, alrededor de ¢, siendo C(E) = C(E),.

Con centro en (E), se traza luego una circunferencia
arbitraria (circulo horario equinoccial abatido) y se
divide en 24 partes iguales, a partir de la interseccién
XII con EC, numerandolas como se ve en la figura.
Las prolongaciones de los radios cortan a 7, en los
puntos C, I, H, ... etc., que determinan las sombras 7C,
TI, TH, ... del gnomon, a dichas horas.

A partir de la hora IX, las rectas horarias cortan a z,
fuera del dibujo pero se determinan facilmente tenien-
do en cuenta que, en el plano equinoccial, las rectas
X, X1 y XII son simétricas de las VIII, VIl y VI, res-
pecto a (E)B y como ésta forma 45° con 1,
(E)(A)(B)(C) es un cuadrado y las rectas H(F), I(G) y
C(A), perpendiculares a (E)B, son paralelas entre si.
Si ahora proyectamos el cuadrado ABCE de plano
ecuatorial sobre el papel, en direccién del gnomon, E
se proyectard, en E’ =T; A, en A’, (siendo E’A’ parale-
la a 1) y las paralelas AC, GI y FH, en las paralelas
A’C, G’ y F’H, respectivamente. De aqui, el método
a seguir:

Trazar el rectingulo de lados BC y CT. Las parale-
las IG’ y HF’ a CA’ cortan a BA’, en puntos G’ y F’
que determinan las sombras VII y VIII y sus simétri-
cas V y IV, respecto a g,. Prolongando todas, se obtie-
nen las restantes horas.

No queda més que fijar las dimensiones y forma del
cuadrante (rectangular de la figura) en cuyos bordes se
sefiala la numeracion de las horas.

37.12. Relojes verticales

Existen varias clases de relojes verticales, segiin la
orientacion de la traza horizontal de su cuadrante. Si
ésta tiene la direccién E-W o N-S, se llama orientado.
En el primer caso, se subdivide en meridional o sep-
tentrional y en el segundo (cuadrante paralelo al gno-
mon), en oriental u occidental.
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En los demis casos, se llama declinante o no orien-
tado y queda definido por el dngulo & que su traza
horizontal forma como la direccién E-W (Fig. 37.10).
Gran parte de los relojes construidos sobre muros o
fachadas de edificios son declinantes, porque las
fachadas no suelen estar exactamente orientadas.

Fig. 37.7.—Reloj meridional orientado.

37.13. Reloj meridional orientado

Es el de cuadrante vertical (Fig. 37.5) que mira al
mediodia y cuya traza tiene la direccién E-W. Su
construccién es andloga a la del reloj horizontal, como
se ve en la figura 37.7.

Una vez elegida la traza G del gnomon con el cua-
drante vertical (coincidente con el plano del papel) y
su longitud [, se traza la vertical GA (proyeccién orto-
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gonal del gnomon y recta horaria de las XII) coinci-
dente con la meridiana vertical (recta GA de la Fig.
375y se abate el gnomon alrededor de ella, en (g),
siendo AG(E), = 90-¢ (colatitud del lugar; G(E), = [;
E,, la proyeccién ortogonal de (E), sobre GA; GE,, la
subestilar, y E,(E),, la distancia del extremo E al cua-
drante.

La traza del plano ecuatorial que pasa por E es la
perpendicular ¢, a GA, trazada por A (interseccién de

Fig. 37.8.—Reloj occidental orientado.

GA con la normal (E),A a (g)) y (E) es el abatimiento
de E, alrededor de 1, siendo A(E) = A(E),. Podemos
asi trazar una circunferencia arbitraria de centro (E)
(circulo horario equinocial abatido), dividirla en 24
partes iguales, a partir de la interseccién XII con G(E)
y prolongar los radios horarios hasta cortar a #,en pun-
tos que, unidos con (G), determinan las rectas horarias
buscadas.

Las restantes horas se determinan (nim. 37,11) eli-
giendo un cuadrante rectangular de lados paralelos y
normales a GA y vértice situado en la recta horaria de



las IX. Las paralelas por XI y X a la recta XII-VI cor-
tan el lado vertical del cuadrante, en los puntos VII y
VIII que permiten dibujar las rectas horarias GVII y
GVIII, sus simétricas GV y GIV y sus prolongaciones
respectivas.

El reloj vertical también puede construirse, a partir
de uno horizontal ya construido (Fig. 37.5), situando
previamente sobre éste la traza horizontal E-W de

= = =<§§
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aquel (normal a TA) y hallando luego la traza vertical
G del gnomon (por abatimiento de éste sobre el hori-
zontal).

Si ahora se prolongan las rectas horarias del cua-
drante horizontal hasta cortar a E-W y los puntos de
corte se unen con G, cada par de rectas horarias con-
currentes en E-W, como las 7B y GB, corresponden a
la misma hora y tendrdn el mismo niimero.

Fig. 37.9.— Construccion del reloj.

37.14. Reloj occidental orientado

El plano & del cuadrante (Fig. 37.8) mira hacia
occidente, es paralelo al gnomon y al meridiano que
éste determina y su traza horizontal s, es de direccién
N-S.

Si por un punto 7T de la varilla g se traza el plano
ecuatorial v(normal a g) y el circulo horario, de centro
T, cada plano horario de g corta a ¥, segtin un radio del
circulo horario y a 6, segiin una paralela a g y perpen-
dicular, por tanto, a t, = [Y,6]. Como se ve en la figura,
las rectas horarias de cada cuadrante concurren en un
punto de z,

En la figura 37.9, se ha construido un reloj de sol

occidental, situado a distancia d del cuadrante, cuya
subestilar g, (lo mismo que el gnomon) forma con la
vertical el dngulo 90°-¢ (colatitud del lugar).

Por un punto 7, de g, se dibuja la traza ¢, del plano
equinoccial (normal a g,) que corta a g, en 7T, abatido
alrededor de 1, en (7), siendo T(T) = d. Luego se
traza el circulo horario, de centro 7, y los radios o rec-
tas horarias, a partir de la paralela (7)XII a t,, que cor-
tan a f,, en los puntos 1, 2, ..., 9, por los que pasan las
rectas horarias buscadas, paralelas a g,.

Finalmente, se fijan las dimensiones y forma del
cuadrante (rectangular en la figura) y se sefialan en
sus bordes los nimeros de las horas. Con el reloj
oriental, se procederia de forma analoga.
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37.15. Reloj declinante

En la figura 37.10 se ha
dibujado un reloj de cua-
drante horizontal y gnomon
TK = g y otro, declinante, de
gnomon GE =g y cuadrante
0, cuya traza h; (de orienta-
ci6n NW-SE) forma con la
recta E-W un dngulo o.

El plano meridiano de g
corta a ambos cuadrantes,
segin las meridianas TA y
GA (rectas horarias de las
X1I). La primera coincide
con la subestilar TK, y la
segunda es vertical pero no
coincide con la subestilar
GE,, lo cual permite distin-
guir a simple vista si el reloj
vertical estd o no orientado.
La subestilar GE, coincide
con la recta que une G con
la proyeccién ortogonal H,,
de T sobre h;

Para construir un reloj

declinante, partiendo de uno
horizontal conocido, se pro-
longa el gnomon TK, hasta
su traza G con el plano
declinante y las rectas hora-
rias, hasta que corten a h;. Las rectas que unen G con
dichos puntos de corte son las nuevas rectas horarias.

En diédrica (Fig. 37.11) se supone que los planos
de los cuadrantes coinciden con los de proyeccién. Si
se conoce la subestilar TK, y la altura & = K,(K) del
extremo K del gnomon, se dibuja el abatimiento T(K),
tomando K,(K) = h, normalmente a TK,. Si sélo se
conoce su longitud /, se traza la recta T(K) que forma
con 7K, el 4ngulo ¢ (latitud del lugar) y se toma sobre
ella T(K) = 1.

La direccién E-W es la normal a TK,, trazada por
un punto A de ella, y la traza h; (linea de tierra), la
recta de orientacion NW-SE que forma con la recta E-
W el dngulo a. La prolongacién de T(K) corta a la
recta E-W, en (G), siendo A(G) = AG la altura de la
traza G =V, .-V, del gnomon g,-g,.

El gnomon g se abate luego sobre el vertical, en (g),
(tomando normalmente a g,, (7)H,, = TH,,) y se toma
sobre (g),, G(E) = I, desabatido en GE,.
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Fig. 37.10.—Reloj declinante.

Las rectas horarias se hallan, prolongando las del
cuadrante horizontal, hasta cortar a As y uniendo los
puntos de corte con G, obteniendo asi las rectas X y
XI de la mafiana y las I a V de la tarde. Las restantes
horas se hallan (nim. 37,11), teniendo en cuenta (Fig.
37.10) que G es la proyeccién oblicua de T sobre 6, en
direccién de la varilla y GB, por ejemplo, la de 7B,
volviendo a la figura 37.11, si las rectas II-IV, I-V y
XII-VI del plano horizontal son paralelas, sus proyec-
ciones oblicuas sobre &, también lo son. De aqui, la
construccién (Fig. 37.11):

La proyeccion oblicua de los bordes A, y h; del cua-
drante, paralelos a TA, son las paralelas v, y v a GA,
trazadas por las intersecciones de aquellos con kg la
del vértice III = [hy, TIH] es 3 = [vy, G3]; la del borde
h,, paralelo a TVI, es v, = C3 que corta a las rectas
horarias, en los puntos 9, 10, ..., 2 y 3, proyecciones
de IX, X, ..., I y III, y la G-VI, paralela a v,, la de T-
VL



No queda mas que trazar, por 1 y 2, paralelas a 12-
VI que cortan a vgen V' y IV y por estos puntos, para-
lelas a v, que cortan a v,, en VII y VIII, obteniéndose
asi las rectas G-V, G-IV, G-VII y G-VIII y sus prolon-

37. RELOJ DE SOL

gaciones que completan las restantes horas.

Como ya se dijo, este artificio sélo es valido, si los
vértices III y IX del reloj horizontal se eligen sobre
estas rectas horarias.

Fig. 37.11.—Construccion a partir de un reloj horizontal.

37.16. Observaciones

Como el Sol no obedece a convenios fijados por el
hombre, no debe extrafiarnos que la hora del reloj del
sol no coincida con la de nuestro cronémetro ni tenga
la exactitud de éste.

Para comprender mejor estas diferencias, basta
hacer observar que en el instante en que el reloj de sol
sefiale las doce (paso del sol por el meridiano del
lugar) son las doce del tiempo verdadero local, el cual
difiere a su vez del tiempo universal o de Greenwich y
precisamente nuestro cronémetro no marca ninguna
de estas horas, sino la oficial o legal adoptada en cada
pais por el sistema de husos horarios.

281



INDICE DE MATERIAS

Pig.
Prologo ... 7 bles de la recta.- 3.5. Partes vistas y ocultas.-
Notaciones y abreviaturas ................. 9 3.6. Posiciones de la recta.- 3.7. Rectas
secantes y paralelas.- 3.8. Posiciones respec-
to a los bisectores.
1. Formas geométricas. Proyeccion y seccion 1
L.1. Elementos geométricos.- 1.2. Formas 4. El plano. Intersecciones ................ 25
geométricas. Clasificacion.- 1.3. Elementos y
impropios.- 1.4. Operaciones proyectivas. 4.1. Representacmn.‘— 4.2. Puntos y rectas de
Proyeccién y seccién.- 1.5. Proyeccién conica. un plano.- 4.3. Horlzonta}e§ y fronta.les del
Propiedades.- 1.6. Invariantes de la proyec- plano.- 4.4. Rectas de mdxima pendiente y
cién cénica.- 1.7. Proyeccién cilindrica.- 1.8. maxima inclinacion.- 4.5. Posiciones particu-
Objeto de la Geometria Descriptiva. Sistemas lares del plano.- 4.6. Plar.los paralelos.- 4.7.
de representacion. Posiciones relativas a los bisectores.
INTERSECCIONES .- 4.8. Intersecciones de
) planos. Método general.- 4.9. Casos particula-
2 Rf(l)a(::cr;gz::trgtf,g:?:izﬂg:as' 16 res.- 4.10. Interseccién de recta y plano.
proy y abatimientos ............ Método general.
2.1. Homologias entre forma plana y proyec- INTERSECCION DE RECTAS.- 4.11. Recta
cién.- 2.2. Afinidad entre forma plana y abati-
. . que corta a otras tres.- 4.12. Recta que corta a
miento o giro.- 2.3. Producto de dos homo-
B . . . otras dos y es paralela a un plano.- 4.13. Recta
logias de eje comin.- 2.4. Homologia entre
. .. que corta a dos dadas y es paralela a otra.
proyeccién y abatimiento de una forma plana.-
2.5. Proyeccion de una homologia entre for-
mas planas. 5. Paralelismo. Perpendicularidad y distancias . 32
5.1. Rectas paralelas.- 5.2. Planos paralelos.-
5.3. Recta paralela a un plano.
I. SISTEMA DIEDRICO PERPENDICULARIDAD.- 5.4. Teoremas de
perpendicularidad.- 5.5. Recta perpendicular a
A. GENERALIDADES un plano.- 5.6. Plano perpendicular a otro.- 5.7.
Recta perpendicular a otra.- 5.8. Perpendicular
3.Puntoyrecta ...... .. .. ... ... .. ..... 20 comun a dos rectas que se cruzan.
3.1. Generalidades.- 3.2. Representacion del DISTANCIAS.- 5.9. Distancia entre dos pun-
punto.- 3.3. Id. de la recta.- 3.4. Puntos nota- tos.- 5.10. Id. de un punto a una recta.- 5.11.

282



9. Angulos

Id. de un punto a un plano. 5.12. Id. entre rec-
tas paralelas.- 5.13. Id. entre planos paralelos.-
5.14. Id. entre rectas que se cruzan.

6. Cambiosdeplano .....................

6.1. Generalidades. El punto en los cambios.-
6.2. La recta en los cambios.- 6.3. Nuevas tra-
zas del plano en los cambios.

APLICACIONES. 6.4. Trazado prictico.- 6.5.
Vistas laterales y proyecciones auxiliares.-
6.6. Seleccién de proyecciones y vistas.- 6.7.
Medida y perspectiva.- 6.8. Secciones.- 6.9.
Disposicion de las seis proyecciones principa-
les de un cuerpo.

7.1. Generalidades. Giro de un punto.- 7.2.
Giro de una recta.- 7.3. Giro de un plano.

8. Abatimientos .. .......................

8.1. Generalidades.- 8.2. Abatimiento del
punto.- 8.3. Casos particulares.- 8.4.
Abatimiento de la recta.- 8.5. Id. de una figura
plana.- 8.6. Problema inverso.

9.1. Generalidades y definiciones.- 9.2. Angu-
lo de dos rectas.- 9.3. Id. de recta y plano.-
9.4. 1d. de dos planos.

CASOS PARTICULARES.- 9.5. Angulo de
una recta con los planos de proyeccién.- 9.6.
Id. de un plano con los de proyeccion.

38

45

47

50

B. CURVAS Y SUPERFICIES

10.1. Generalidades y definiciones.- 10.2.
Representacion de curvas planas.

ELIPSE Y CIRCUNFERENCIA.- 10.3.
Elipse. Didmetros conjugados.- 10.4. Trazado
de la elipse dada por dos didmetros conjuga-
dos.- 10.5. Id. de elipse dada por sus ejes.-
10.6. Ejes de la elipse dada por dos didmetros

11.

12. Poliedros

iNDICE DE MATERIAS

conjugados.- 10.7. Proyecciones de la circun-
ferencia.

CURVAS ALABEADAS.- 10.8.
Generalidades y definiciones.- 10.9.
Proyecciones de curvas alabeadas.- 10.10.
Representacién. 10.11. Hélice cilindrica.-
10.12. Representacion.

Superficies . .........................

11.1. Generalidades y definiciones.- 11.2.
Clasificacién.- 11.3. Tangente y normal.- 11.4.
Orden y clase de una superficie.- 11.5.
Interseccidon de dos superficies.- 11.6.
Contorno aparente.- 11.7. Propiedades del
contorno aparente.- 11.8. Representacién de
superficies.

12.1. Generalidades.- 12.2. Contorno aparen-
te.- 12.3. Seccidn plana.- 12.4. Interseccién de
una recta con un poliedro.

REPRESENTACION DE POLIEDROS
REGULARES CONVEXOS.- 12.5.
Tetraedro.- 12.6. Hexaedro o cubo.- 12.7.
Octaedro.- 12.8. Dodecaedro.- 12.9.
Icosaedro.- 12.10. Secciones importantes.

OTROS POLIEDROS .- 12.11. Poliedros con-
jugados.- 12.12. Poliedros semiregulares o
arquimedianos.- 12.13. Prismas y antiprismas
regulares o arquimedianos.

13.Pirdmide . ................ ... ... . ...

14. Prisma

13.1. Superficies radiadas. Generacion.- 13.2.
Representacion de la pirdmide.- 13.3. Seccién
plana.- 13.4. Seccién de plano proyectante.-
13.5. Interseccién de recta y pirdmide.- 13.6.
Desarrollo.

14.1. Representacién.- 14.2. Seccién plana.-
14.3. Interseccién de recta y prisma.- 14.4.
Desarrollo.

15.C0N0 . .. ... o e

15.1. Generalidades.- 15.2. Representacién.-
15.3. Plano tangente.- 15.4. Aplicaci6n al dié-

63

68

77

82

86

283



GEOMETRIA DESCRIPTIVA

drico.- 15.5. Seccién plana.- 15.6. Secciones
planas del cono de revolucién.- 15.7.
Interseccién de recta y cono.- 15.8.
Desarrollo.

16.Cilindro ........... ... ... . ... ... ...

16.1. Representacién.- 16.2. Plano tangente.-
16.3. Secciones planas.- 16.4. Interseccién de
recta y cilindro.- 16.5. Desarrollo.

17. Superficies derevolucién ... ...........

17.1. Generalidades y definiciones.- 17.2.
Representacidon.- 17.3. Tangencia.
Propiedades.- 17.4. Seccién plana.- 17.5.
Interseccién con una recta.

ESFERA.- 17.6. Representacién.- 17.7.
Seccion plana.- 17.8. Interseccién de recta y
esfera.- 17.9. Plano tangente.

OTRAS _ SUPERFICIES DE
REVOLUCION.- 17.10. Superficies engen-
dradas por rectas.- 17.11. Id. por cénicas.

18. Interseccién de superficies .. . ..........

18.1. Método general.- 18.2. Clasificacion.

SUPERFICIES RADIADAS.- 18.3. Planos
auxiliares y limites.- 18.4. Penetracion.- 18.5.
Mordedura.- 18.6. Penetracién tangencial o
limite.- 18.7. Penetracién mutua o maxima.

SUPERFICIES DE REVOLUCION.- 18.8.
Ejes coincidentes.- 18.9. Ejes paralelos.-
18.10. Ejes concurrentes.- 18.11. Ejes no
coplanarios.

CUADRICAS DE REVOLUCION.- 18.12.
Propiedades generales.- 18.13. Ejes concu-
mrentes y circunscritos a una esfera.- 18.4. Ejes
concurrentes.- 18.15. Ejes paralelos.

APLICACIONES.- 18.16. Luneto cilindrico
recto.- 18.17. Id. oblicuo.- 18.18. Otros lune-
tos.- 18.19. B6vedas.- 18.20. Tuberias.

93

98

106

C. SOMBRAS

19. Generalidades .......................

19.1. Definiciones y convenios.- 19.2. Sombra

284

del punto.- 19.3. Sombra de la recta.- 19.4.
Sombra de lineas.- 19.5. Plano limitador.-
19.6. Sombras de poliedros.- 19.7. Sombra del
cono.- 19.8. Id. del cilindro.- 19.9. 1d. de
superficies de revolucién.- 19.10. Id. de la
esfera.- 19.11. Separatriz de sombra de dos
superficies con una curva comin.- 19.12.
Sombra de un cuerpo sobre otro.

20. Ejerciciosdesombras .................

LINEAS Y SUPERFICIES PLANAS.- 20.1.
Sombra de figura plana de perfil.- 20.2. Id. de
recta sobre una artesa.- 20.3. Id. de recta sobre
esfera.- 20.4. Id. de circunferencia de plano
inclinado.- 20.5. 1d. de circunferencia sobre
superficie cilindrica.

POLIEDROS .- 20.6. Sombra del cubo.- 20.7.
Id. de pirdmide hueca.- 20.8. Id. de prisma
sobre otro.

SUPERFICIES DE REVOLUCION.- 20.9.
Sombra autoarrojada de semiesfera hueca.-
20.10. Id. del nicho esférico.- 20.11. 1d. de
cono sobre cilindro.- 20.12. Id. del toro.-
20.13. Id. de cilindro sobre cono.

Il. SISTEMA ACOTADO

21. Punto, rectayplano ..................

21.1. Generalidades.- 21.2. Representacion del
punto.- 21.3. Id. de la recta.- 21.4. Graduacién
de una recta.- 21.5. Representacion del plano.

EJERCICIOS.- 21.6. Cota de un punto de un
plano.- 21.7. Recta de maxima pendiente de
un plano, dado por tres puntos.- 21.8. Por un
punto de un plano, trazar en €l una recta de
pendiente dada.

22. Intersecciones y abatimientos ... .......

22.1. Interseccién de planos.- 22.2. Casos par-
ticulares.- 22.3. Interseccion de tres planos.-
22.4. 1d. de recta y plano.- 22.5. Casos parti-
culares.

ABATIMIENTOS.- 22.6. Abatimiento de un
punto.- 22.7. Id. de una recta.- 22.8. Id. de una
figura plana.

130

139

144



23.

24.

25.

APLICACIONES.- 22.9. Tejados.
Generalidades.- 22.10. Intersecciones de teja-
dos.

Paralelismo. Perpendicularidad.
Distanciasyangulos . .................

23.1. Rectas paralelas.- 23.2. Planos parale-
los.- 23.3. Paralelismo de recta y plano.

PERPENDICULARIDAD.- 23.4. Recta per-
pendicular a un plano.- 23.5. Id. trazada por
un punto.- 23.6. Plano normal a una recta, tra-
zado por un punto.

DISTANCIAS.- 23.7. Distancia entre dos
puntos.- 23.8. Id. de un punto a un plano. 23.9.
Id. de un punto a una recta.- 23.10. Id. entre
rectas paralelas.- 23.11. Id. entre planos para-
lelos.

ANGULOS .- 23.12. Angulo de dos rectas.-
23.13. Id. de una recta con el plano de proyec-
cién.- 23.14. Id. de un plano con el de proyec-
cién.

Lineas. Superficies y terrenos ..........

24.1. Representacion de lineas.- 24.2. Id. de
superficies y cuerpos.

TERRENOS.- 24.3. Superficies topograficas.
Representacion.- 24.4. Equidistancias.- 24.5.
Curvas de nivel.- 24.6. Lineas de mdxima
pendiente.- 24.7. Cotas de puntos situados
entre dos curvas de nivel.- 24.8. Trazado de
perfiles.- 24.9. Formas del terreno. a)
Vertiente o ladera. b) Divisoria. ¢) Valle o
vaguada. d) Puerto o collado.

Aplicaciones

25.1. Recta de pendiente dada apoyada en cur-
vas de nivel consecutivas.- 25.2. Camino de
pendiente dada entre curvas de nivel- 25.3. Id.
entre dos puntos A y B.- 25.4. Galerias rectili-
neas subterrdneas.- 25.5. Conos de talud.-
25.6. Talud de borde alabeado. Método de
envolventes.- 25.7. Casos particulares.- 25.8.
Método de perfiles.- 25.9. Comparacién de
ambos métodos.- 25.10. Vertedero de tierras.-
25.11.- Explanacién horizontal.- 25.12.
Taludes de carretera.- 25.13. Taludes de carre-
tera por el método de perfiles.- 25.14. Trazado
préictico de carreteras.

153

158

28. Perspectiva de cuerpos

iNDICE DE MATERIAS

lI. SISTEMA AXONOMETRICO

A. AXONOMETRIA ORTOGONAL

26. Punto, rectayplano ..................

26.1. Generalidades.- 26.2. Sistemas axo-
nométricos.- 26.3. Coeficientes de reduccidn,
escalas e inclinacidén de los ejes.- 26.4.
Determinacion de ejes, coeficientes, dngulos y
escalas.- 26.5. Representacion del punto.-
26.6. Representacién de la recta.- 26.7. Rectas
que se cortan.- 26.8. Posiciones de la recta.-
26.9. Representacion del plano. 26.10.
Posiciones del plano.- 26.11. Paralelismo de
rectas y planos.

27. Intersecciones. Abatimientos y

perpendicularidad. Formas planas ......

27.1. Interseccion de planos.- 27.2. Traza ordi-
naria de un plano.- 27.3. Interseccion de recta
y plano.

ABATIMIENTOS.- 27.4. Abatimiento de pla-
nos coordenados.- 27.5. Id. de un plano cual-
quiera.- 27.6. Distancia entre dos puntos.

PERPENDICULARIDAD.- 27.7. Recta per-
pendicular a un plano.- 27.8. Plano perpendi-
cular a una recta.- 27.9. Recta perpendicular a
otra.

FORMAS PLANAS.- 27.10. Método gene-
ral.- 27.11. Perspectiva de un cuadrado.-
27.12. Perspectiva de circunferencias.

28.1. Sistemas axonométricos ortogonales.-
28.2. Paso del diédrico al axonométrico.- 28.3.
Partes vistas y ocultas.

REPRESENTACION DE CUERPOS .- 28 4.
Poliedro.- 28.5. Piramide.- 28.6. Cilindro.-
28.7. Cono.- 28.8. Esfera.

178

B. AXONOMETRIA OBLICUA

29. Abatimientos, perpendicularidad

yfigurasplanas ......................

29.1. Axonometria oblicua. Generalidades.-
29.2. Plantas auxiliares semejantes a las rea-

285



GEOMETRIA DESCRIPTIVA

les.- 29.3. Método de falso abatimiento.- 29.4.
Método de plantas independientes.

PERSPECTIVA  FRONTAL.- 29.5.
Generalidades.- 29.6. Perspectiva caballera.-
29.7. 1d. militar.- 29.8. Representacion de
punto, recta y plano.

ABATIMIENTO Y PERPENDICULARI-
DAD.- 29.9. Abatimientos.- 29.10. Distancia
entre dos puntos.- 29.11., Recta perpendicular
a un plano.- 29.12. Plano perpendicular a una
recta.

FIGURAS PLANAS.- 29.13. Método gene-
ral.- 29.14, Circunferencia de plano coordena-
do.- 29.15. Id. de plano cualquiera.

30. Perspectiva de cuerpos. Sombras .......

30.1. Generalidades.- 30.2. Perspectiva practi-
ca. Normas de trazado.- 30.3. Perspectiva
rapida de figuras.- 30.4. Superficies de revolu-
cién.- 30.5. Esfera.- 30.6. Interseccién de
superficies.

SOMBRAS .- 30.7. Direcci6n de iluminacién.-
30.8. Sombra de punto y recta.- 30.9. 1d. de
figura planas.- 30.10. Id. de cuerpos.- 30.11.
Id. de un cuerpo sobre otro.- 30.12. Sombra
autoarrojada.

IV. SISTEMA CONICO

31. Proyeccion conicaocentral ............

31.1. Generalidades.- 31.2. Representacion de
la recta.- 31.3. Id. del plano.- 31.4. Casos par-
ticulares.

INTERSECCIONES.- 31.5. Interseccién de
rectas.- 31.6. Id. de planos.- 31.7. Id. de recta
y plano.

PARALELISMO.- 31.8. Condicién general de
paralelismo.- 31.9. Paralelismo de rectas.-
31.10. Id. de planos.- 31.11. Id. de recta y
plano.

ABATIMIENTOS.- 31.12. Generalidades.-
31.13. Abatimiento de un plano.

PERPENDICULARIDAD.- 31.14.
Generalidades.- 31.15. Recta perpendicular a
otra.- 31.16. Planos perpendiculares.

286

204

212

ANGULOS .- 31.17. Angulo de dos rectas.-
31.18. Id. de dos planos.- 31.19. Id. de recta
con el cuadro. Circulo de inclinacién.- 31.20.
Circulo de medida de una recta. Punto de
medida.- 31.21. Construcciones auxiliares.

32. Perspectivalineal ....................

32.1. Generalidades.- 32.2. Representacion del
punto.- 32.3. Id. de la recta.- 32.4. Id. del
plano.- 32.5. Intersecciones y paralelismo.-
32.6. Abatimientos.- 32.7. Perpendicularidad.-
32.8. Angulos. Circulo de inclinacién.- 32.9.
Circulo y punto de medida.- 32.10.
Coordenadas perspectivas del punto.

CONSTRUCCIONES AUXILIARES.- 32.11.
Punto de vista reducido.- 32.12. Punto de
medida reducido.

33. Perspectiva de lineas y superficies.

Perspectivapractica ..................

33.1. Perspectiva de la circunferencia.- 33.2.
Circunferencia de plano c.- 33.3. 1d. de plano
vertical.- 33.4. Id. de plano horizontal.- 33.5.
Cilindro.- 33.6. Cono.- 33.7. Superficie de
revolucién.- 33.8. Esfera. 1°) Por abatimien-
to.- 2°) Método directo.

PERSPECTIVA PRACTICA .- 33.9. Cono
optico. Circulo de visién.- 33.10.
Deformaciones de observacién.- 33.11.
Eleccién de datos.

34. Métodos perspectivos. Cuadro inclinado .

34.1. Generalidades.- 34.2. Método directo o
de trazas de visuales.- 34.3. Id. de coordena-
das.- 34.4. Id. de trazas y puntos de fuga.-
34.5. Id. de planta y altura. Geometral auxi-
liar.- 34.6. Id. de abatimiento.- 34.7. Id. de
corte. Perspectiva frontal.- 34.8. Id. de planta
y vistas separadas.- 34.9. Método de Reile.-
34.10. Perspectiva de terrenos.

CUADRO INCLINADO.- 34.11.
Generalidades.- 34.12. Propiedades.- 34.13.
Caso general.- 34.14. Geometral auxiliar.-
34.15. Perspectiva de suelo y techo o de cua-
dro horizontal.

223

233

242



35. Restituciones perspectivas.

Reflejosysombras ...................

35.1. Generalidades.- 35.2. Restitucién de
cuadro vertical.- 35.3. Id. de cuadro inclina-
do.- 35.4. Resumen.

REFLEJOS.- 35.5. Generalidades.- 35.6.
Simetria de imagenes de cuadro vertical.-
35.7. Partes vistas de figuras reflejadas.- 35.8.
Dibujo de reflejos.

SOMBRAS.- 35.9. Iluminacién.- 35.10.
Sombra arrojada sobre el horizontal.- 35.11.
Sombras sobre planos verticales.- 35.12.
Sombras sobre otras superficies.

V. GNOMONICA Y RELOJ DE SOL

36. Proyecciongnomonica ................

36.1. Generalidades.- 36.2. Representacion de
la recta.- 36.3. Id. del plano.- 36.4.
Abatimientos.- 36.5. Perpendicularidad.

iNDICE DE MATERIAS

EJERCICIOS.- 36.6. Plano bisector de un die-
dro.- 36.7. Angulo de recta y plano.- 36.8.
Recta contenida en un plano y que forme con
el cuadro un 4ngulo dado.- 36.9. Triedro tri-
rectangulo de caras cuyas trazas forman un
tridngulo isésceles de base conocida.- 36.10.
Triedro dado por un diedro y las caras que lo
forman.

37.Relojdesol .........................

37.1. Generalidades.- 37.2. Coordenadas
geograficas.- 37.3. Orientacion.- 37.4. Esfera
celeste.- 37.5. Movimientos aparentes del sol.-
37.6. Coordenadas horizontales.- 37.7.
Recorrido del sol por el horizonte.- 37.8.
Medida del tiempo. Clase de horas.- 37.9.
Convenios gnomoénicos.

CONSTRUCCION DE RELOJES DE SOL.-
37.10. Reloj de sol ecuatorial.- 37.11. Id. hori-
zontal.- 37.12. Relojes verticales.- 37.13.
Reloj meridional orientado.- 37.14. 1d. occi-
dental orientado.- 37.15. Id. declinante.-
37.16. Observaciones.

269

287









OTRAS OBRAS DEL MISMO AUTOR

GEOMETRIA DESCRIPTIVA SUPERIOR Y APLICADA

Esta obra es el fruto de la labor docente desarrollada por el autor en la Escuela Técnica Supe-
rior de Arquitectura de Madrid. Después de dedicar las primeras lecciones a exponer los conoci-
mientos basicos de Geometria Proyectiva, estudia las propiedades geométricas de lineas y super-
ficies, su representacién en las cuatro sistemas y las numerosas aplicaciones y posibilidades de
empleo en Ingenieria y Arquitectura.

Sus ensefianzas no se reducen, por tanto, a la Geometria Descriptiva, sino que también abarca
la Geometria métrica, proyectiva y aplicada; es decir, la que modernamente se llama Geometria téc-
nica o constructiva, por ser tan necesaria e imprescindible en la formacién del Técnico Superior.

Ha sido declarada de Utilidad Publica por el Ministerio de Educacién y Ciencia, por Orden de
10 de Abril de 1978. Contiene 78 fotografias y mas de 700 figuras, lo cual demuestra el valor
didactico de la obra y la utilidad que puede reportar a los estudiantes de las Escuelas Técnicas
Superiores de Ingenieria y Arquitectura.

EJERCICIOS DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA

Comprende mas de 900 ejercicios, resueltos en los sistemas diédrico, acotado, axonométrico
y conico y abarca las materias siguientes:

TOMO | TOMO I
CONICAS 1.—Trazado de cénicas SISTEMA ACOTADO
SISTEMA DIEDRICO 21.~Punto, recta y plano. 22.—Paralelismo, per-

pendicularidad y abatimientos. 23.-Lineas y
superficies. 24.—Tejados y cubiertas. 25.—Super-

2.—Punto, recta y plano. 3.-Intersecciones y ficha tepoonificas, 26 -Sombres

paralelismo. 4.—Perpendicularidad y distan-
cias. 5.—Abatimientos y formas planas.
6.—Giros. 7.-Cambios de plano. 8.—Angulos TOMO Il

AXONOMETRIA ORTOGONAL
SUPERFICIES POLIEDRALES: 9.-Prisma y

piramide. 10.—Poliedros regulares y otros. 27 -Generalidades. 28.-Sistema trimétrico.

29.-Sistema dimétrico. 30.—Sistema isométrico.

SUPERFICIES REGLADAS DESARROLLA- AXONOMETRIA OBLICUA

BLES: 11.—Cono y cilindro. 12.—-Otras superfi-

cies desarrollables. 31.—Generalidades. 32.—Perspectiva caballe-
ra. 33.—Perspectiva militar.

SUPERFICIES REGLADAS ALABEADAS:

13.-Regladas, anaxiales y axiales. 14.—Regla- TOMO IV

das biaxiales.

. SISTEMA CONICO
CUADRICAS: 15.-Hiperboloide reglado. 16.—

Paraboloide reglado 17.—Cuédricas elipticas. 34.—Proyeccion conica. Generalidades. 35.-
Construcciones auxiliares. 36.—Perspectiva

SUPERFICIES DE REVOLUCION: 18.—Esfe- lineal. 37.—Perspectiva de cuadro inclinado.
ra, cilindro y cono. 19.—Intersecciones y som- 38.—Perspectiva de cuadro horizontal.
bras. 20.-Otras superficies de revolucién. 39.—Sombras

Merece destacarse la didactica ordenacion de estos ejercicios y la sencillez con que el autor los
resuelve y explica. Eso, unido a la notable claridad de sus figuras que tan importante es en estas
cuestiones, hace que esta obra sea de gran interés para los estudiantes de Escuelas Técnicas de
grado superior y medio, Academias Militares, Dibujantes, Delineantes y demas carreras técnicas.

ISBN 84-922109-5-8

111 0]

884927210954

9




	Cubierta

	Prólogo

	Notaciones y abreviaturas

	1. Formas geométricas. Proyección y sección

	1.1. Elementos geométricos
	1.2. Formas geométricas. Clasificación
	1.3. Elementos impropios
	1.4. Operaciones proyectivas. Proyección y Sección

	1.5. Proyección cónica. Propiedades
	1.6. Invariantes de la proyección cónica
	1.7. Proyección cilíndrica
	1.8. Objeto de la Geometría Descriptiva. Sistemas de representación


	2. Relaciones entre formas planas, proyecciones y abatimientos

	2.1. Homología entre forma plana y proyección

	2.2 Afinidad entre forma plana y abatimiento o giro

	2.3. Producto de dos homologías de eje común

	2.4. Homología entre proyección y abatimiento de una forma plana

	2.5. Proyección de una homología entre formas planas


	I. Sistema diédrico

	A. Generalidades

	3
. Punto y recta 
	3.1. Generalidades
	3.2. Representación del punto
	3.3. Representación de la recta
	3.4. Puntos notables de una recta
	3.5. Partes vistas y ocultas
	3.6. Posiciones de la recta
	3.7. Rectas secantes y paralelas
	3.8. Posiciones respecto a los bisectores

	4. El plano. Intersecciones

	4.1. Representación
	4.2. Puntos y rectas de un plano
	4.3. Horizontales y frontales del plano
	4.4. Rectas de máxima pendiente y máxima inclinación

	4.5. Posiciones particulares del plano
	4.6. Plano paralelos
	4.7. Posiciones relativas a los bisectores
	Intersecciones

	4.8. Intersección de planos. Método general
	4.9. Casos particulares
	4.10. Intersección de recta y plano. Método general

	Intersección de rectas

	4.11. Recta que corta a otras tres
	4.12. Recta que corta a otras dos y es paralela a un plano

	4.13. Recta que corta a dos dadas y es paralela a otra


	5. Paralelismo. Perpendicularidad y distancias

	5.1. Rectas paralelas
	5.2. Planos paralelos
	5.3. Recta paralela a un plano
	Perpendicularidad

	5.4. Teoremas de perpendicularidad
	5.5. Recta perpendicular a un plano
	5.6. Plano perpendicular a otro
	5.7. Recta perpendicular a otra
	5.8. Perpendicular común a dos rectas que se cruzan

	Distancias

	5.9. Distancia entre dos puntos
	5.10. Distancia de un punto a una recta
	5.11. Distancia de un punto a un plano
	5.12. Distancia entre rectas paralelas
	5.13. Distancia entre planos paralelos
	5.14. Distancia entre rectas que se cruzan

	6. Cambios de plano

	6.1. Generalidades. El punto en los cambios
	6.2. La recta en los cambios
	6.3. Nuevas trazas del plano en los cambios
	Aplicaciones

	6.4. Trazado práctico
	6.5. Vistas laterales y proyecciones auxiliares
	6.6. Selección de proyecciones y vistas
	6.7. Medida y perspectiva
	6.8. Secciones
	6.9. Disposición de lase seis proyecciones principales de un cuerpo


	7. Giros

	7.1. Generalidades. Giro de un punto
	7.2. Giro de una recta
	7.3. Giro de un plano

	8. Abatimientos

	8.1. Generalidades
	8.2. Abatimiento del punto
	8.3. Casos particulares
	8.4. Abatimiento de la recta
	8.5. Abatimiento de una figura plana
	8.6. Problema inverso

	9. Ángulos

	9.1. Generalidades y definiciones
	9.2. Ángulo de dos rectas
	9.3. Ángulo de recta y plano
	9.4. Ángulo de dos planos
	Casos particulares

	9.5. Ángulo de una recta con los planos de proyección

	9.6. Ángulo de un plano con los de proyección



	B. Curvas y superficies

	10. Curvas

	10.1. Curvas planas. Generalidades y definiciones 

	10.2. Representación de curvas planas
	Elipse y circunferencia

	10.3. Elipse. Diámetros conjugados
	10.4. Trazado de la elipse dada por dos diámetros conjugados

	10.5. Trazado de la elipse dada por sus ejes
	10.6. Ejes de la elipse dada por dos diámetros conjugados

	10.7. Proyecciones de la circunferencia
	Curvas alabeadas

	10.9. Proyecciones de curvas alabeadas
	10.10. Representación
	10.11 Hélice cilíndrica
	10.12. Representación

	11. Superficies

	11.1. Generalidades y definiciones
	11.2. Clasificación
	11.3. Tangente y normal
	11.4. Orden y clase de una superficie
	11.5. Intersección de dos superficies
	11.6. Contorno aparente
	11.7. Propiedades del contorno aparente
	11.8. Representación de superficies

	12. Poliedros

	12.1. Generalidades
	12.2. Contorno aparente
	12.3 Sección plana
	12.4. Intersección de una recta con un poliedro
	Representación de poliedros regulares convexos

	12.5. Tetraedro
	12.6. Hexaedro o cubo
	12.7. Octaedro
	12.8. Dodecaedro
	12.9. Icosaedro
	12.10. Secciones importantes
	Otros poliedros

	12.11. Poliedros conjugados
	12.12. Poliedros semiregulares o arquimedianos

	12.13. Prismas y antiprismas regulares o arquimedianos


	13. Pirámide

	13.1. Superficies radiadas. Generación
	13.2. Representación de la pirámide
	13.3. Sección plana
	13.4. Sección de plano proyectante
	13.5. Intersección de recta y pirámide
	13.6. Desarrollo

	14. Prisma

	14.1. Representación
	14.2. Sección plana
	14.3. Intersección de recta y prisma
	14.4. Desarrollo

	15. Cono

	15.1. Generalidades
	15.2. Representación
	15.3. Plano tangente
	15.4. Aplicación al diédrico
	15.5. Sección plana
	15.6. Secciones planas del cono de revolución
	15.7. Intersección de recta y cono
	15.8. Desarrollo

	16. Cilindro

	16.1. Representación
	16.2 Plano tangente
	16.3 Secciones planas
	16.4. Intersección de recta y cilindro
	16.5. Desarrollo

	17. Superficies de revolución

	17.1. Generalidades y definiciones
	17.2. Representación
	17.3. Tangencia. Propiedades
	17.4. Sección plana
	17.5. Intersección con una recta
	Esfera

	17 .6. Representación
	17.7. Sección plana
	17.8. Intersección de recta y esfera
	17.9. Plano tangente
	Otras superficies de revolución

	17.10. Superficies engendradas por rectas
	17.11. Superficies engendradas por cónicas

	18. Intersección de superficies

	18.1. Método general
	18.2. Clasificación
	Superficies radiadas

	18.3. Planos auxiliares y límites
	18.4. Penetración
	18.5. Mordedura
	18.6. Penetración tangencial o límite
	18.7. Penetración mutua o máxima
	Superficies de revolución

	18.8. Ejes coincidentes
	18.9. Ejes paralelos
	18.10. Ejes concurrentes
	18.11. Ejes no coplanarios
	Cuádricas de revolución

	18.12. Propiedades generales
	18.13. Ejes concurrentes y circunscritos a una esfera

	18.14. Ejes concurrentes
	18.15. Ejes paralelos
	Aplicaciones

	18.16. Luneto cilíndrico recto
	18.17. Luneto cilíndrico oblicuo
	18.18. Otros lunetos
	18.19. Bóvedas
	18.20. Tuberías


	C. Sombras

	19. 
Generalidades 
	19.1. Definiciones y convenios
	19.2. Sombre del punto
	19.3. Sombra de la recta
	19.4. Sombra de líneas
	19.5. Plano limitador
	19.6. Sombras de poliedros
	19.7. Sombra del cono
	19.8. Sombra del cilindro
	19.9. Sombra de superficies de revolución
	19.10. Sombra de la esfera
	19.11. Separatriz de sombra de dos superficies con una curva común

	19.12. Sombra de un cuerpo sobre otro

	20. Ejercicios de sombras

	20.1. Sombra de figura plana de perfil
	20.2. Sombra de una recta sobre un artesa
	20.3. Sombra de recta sobre esfera
	20.4. Sombra de circunferencia de plano inclinado

	20.5. Sombra de circunferencia sobre superficie cilíndrica

	20.6. Sombra del cubo
	20.7. Sombra de pirámide hueca
	20.8. Sombra de prisma sobre otro
	20.9. Sombra autoarrojada de semiesfera hueca

	20.10. Sombra autoarrojada del nicho esférico
	20.11. Sombra de cono sobre cilindro
	20.12. Sombra del toro
	20.13. Sombra de cilindro sobre cono



	II. Sistema acotado

	21. Punto, recta y plano

	21.1. Generalidades
	21.2. Representación del punto
	21.3. Representación de la recta
	21.4. Graduación de una recta
	21.5. Rectas que se cortan
	21.6. Representación del plano
	Ejercicios

	21.7. Cota de un punto de un plano
	21.8. Recta de máxima pendiente de un plano dado por tres puntos

	21.9. Por un punto de un plano, trazar en él una recta de pendiente dada

	21.10. Trazar por una recta un plano de pendiente dada


	22. Intersecciones y abatimientos

	22.1. Intersección de planos
	22.2. Casos particulares
	22.3. Intersección de tres planos
	22.4. Intersección de recta y plano
	22.5. Casos particulares
	Abatimientos

	22.6. Abatimiento de un punto
	22.7. Abatimiento de una recta
	22.8. Abatimiento de una figura plana
	Aplicaciones

	22.9. Tejados. Generalidades
	22.10. Intersecciones de tejados

	23. Paralelismo, perpendicularidad, distancias y ángulos

	23.1. Rectas paralelas
	23.2. Planos paralelos
	23.3. Paralelismo de recta y plano
	Perpendicularidad

	23.4. Recta perpendicular a un plano
	23.5. Recta perpendicular a un plano, trazada por un punto

	23.6. Plano normal a una recta, trazado por un punto

	Distancias

	23.7. Distancia entre dos puntos
	23.8. Distancia de un punto a un plano
	23.9. Distancia de un punto a una recta
	23.10. Distancia entre rectas paralelas
	23.11. Distancia entre planos paralelos
	Ángulos

	23.12. ÁngulO de dos rectas
	23.13. Ángulo de una recta con el plano de proyección

	23.14. Ángulo de un plano con el de proyección


	24. Líneas, superficies y terrenos

	24.1. Representación de líneas
	24.2. Representación de superficies y cuerpos
	Terrenos

	24.3. Superficies topográficas. Representación
	24.4. Equidistancia
	24.5. Curvas de nivel
	24.6. Líneas de máxima pendiente
	24.7. Cota de puntos situados entre dos curvas de nivel

	24.8. Trazado de perfiles
	24.9. Formas del terreno

	25. Aplicaciones

	25.1. Recta de pendiente dada, apoyada en curvas de nivel consecutivas

	25.2. Camino de pendiente constante entre curvas de nivel

	25.3. Camino de pendiente constante entre dos puntos

	25.4. Galerías rectilíneas subterráneas
	25.5. Conos de talud
	25.6. Talud de borde alabeado. Método de envolventes

	25.7. Casos particulares
	25.8. Método de perfiles
	25.9. Comparación de ambos métodos
	25.10. Vertedero de tierras
	25.11. Explanación horizontal
	25.12. Taludes de carreteras, por el método de envolventes

	25.13. Taludes de carretera por el método de perfiles

	25.14. Trazado práctico de carreteras
	25.15. Otras aplicaciones


	III. Sistema axonométrico

	A. Axonometría ortogonal

	26. Punto, recta y plano

	26.1. Generalidades
	26.2. Sistemas axonométricos
	26.3. Coeficientes de reducción, escalas e inclinación de los ejes

	26.4. Determinación de ejes, coeficientes, ángulos y escalas

	26.5. Representación del punto
	26.6. Representación de la recta
	26.7. Rectas que se cortan
	26.8. Posiciones de la recta
	26.9. Representación del plano
	26.10. Posiciones del plano
	26.11. Paralelismo de rectas y planos

	27. Intersecciones, abatimientos y perpendicularidad. Formas planas

	27.1. Intersección de planos
	27.2. Traza ordinaria de un plano
	27.3. Intersección de recta y plano
	Abatimientos

	27.4. Abatimientos de planos coordenados
	27.5. Abatimiento de un plano cualquiera
	27.6. Distancia entre dos puntos
	Perpendicularidad

	27.7. Recta perpendicular a un plano
	27.8. Plano perpendicular a una recta
	27.9. Recta perpendicular a otra
	Formas planas

	27.10. Método general
	27.11. Perspectiva de un cuadrado
	27.12. Perspectiva de circunferencias

	28. Perspectiva de cuerpos

	28.1. Sistemas axonométricos ortogonales
	28.2. Paso del diédrico al axonométrico
	28.3. Partes vistas y ocultas
	Representación de cuerpos

	28.4. Poliedro
	28.5. Pirámide
	28.6. Cilindro
	28.7. Cono
	28.8. Esfera


	B. Axonometría oblicua

	29. Abatimientos, perpendicularidad. Figuras planas 

	29.1. Axonometría oblicua. Generalidades
	29.2. Plantas auxiliares semejantes a las reales
	29.3. Método de falso abatimiento
	29.4. Método de plantas independientes
	Perspectiva frontal

	29.5. Generalidades
	29.6. Perspectiva caballera
	29.7. Perspectiva militar
	29.8. Representación de punto, recta y plano
	Abatimiento y perpendicularidad

	29.9. Abatimientos
	29.10. Distancia entre dos puntos
	29.11. Recta perpendicular a un plano
	29.12. Plano perpendicular a una recta
	Figuras planas

	29.13. Método general
	29.14. Circunferencia de plano coordenado
	29.15. Circunferencia de plano cualquiera

	30. Perspectiva de cuerpos. Sombras

	30.1. Generalidades
	30.2. Perspectiva práctica. Normas de trazado
	30.3. Perspectiva rápida de figura
	30.4. Superficies de revolución
	30.5. Esfera
	30.6. Intersección de superficies
	Sombras

	30.7. Dirección de iluminación
	30.8. Sombra de punto y recta
	30.9. Sombra de figuras planas
	30.10. Sombra de cuerpos
	30.11. Sombra de un cuerpo sobre otro
	30.12. Sombra autoarrojada



	IV. Sistema cónico

	31. Proyección cónica o central

	31.1. Generalidades
	31.2. Representación de la recta
	31.3. Representación del plano
	31.4. Casos particulares
	Intersecciones

	31.5. Intersección de rectas
	31.6. Intersección de planos
	31.7. Intersección de recta y plano
	Paralelismo

	31.8. Condición general de paralelismo
	31.9. Paralelismo de rectas
	31.10. Paralelismo de planos
	31.11. Paralelismo de recta y plano
	Abatimientos

	31.12. Generalidades
	31.13. Abatimiento de un plano. Distancia entre dos puntos

	Perpendicularidad

	31.14. Generalidades
	31.15. Recta perpendicular a otra
	31.16. Planos perpendiculares
	Ángulos

	31.17. ÁngUlo de dos rectas
	31.18. Ángulo de dos planos
	31.19. ÁngulO de una recta con el cuadro. Círculo de inclinación

	31.20. Círculo de medida de una recta. Punto de medida

	31.21. Construcciones auxiliares

	32. Perspectiva lineal

	32.1. Generalidades
	32.2. Representación del punto
	32.3. Representación de la recta
	32.4. Representación del plano
	32.5. Intersecciones y paralelismo
	32.6. Abatimientos
	32.7. Perpendicularidad
	32.8. Ángulos. Círculo de inclinación
	32.9. Círculo y punto de medida
	32.10. Coordenadas perspectivas del punto
	Construcciones auxiliares

	32.11. Punto de fuga reducido
	32.12. Punto de medida reducido

	33. Perspectiva de líneas y superficies. Perspectiva práctica

	33.1. Perspectiva de la circunferencia
	33.2. Circunferencia de plano α

	33.3. Circunferencia de plano vertical
	33.4. Circunferencia de plano horizontal
	33.5. Cilindro
	33.6. Cono
	33.7. Superficie de revolución
	33.8. Esfera
	Perspectiva práctica

	33.9. Cono óptico. Círculo de visión
	33.10. Deformaciones de la observación
	33.11. Elección de datos

	34. Métodos perspectivos. Cuadro inclinado

	34.1. Generalidades
	34.2. Método directo o de trazas de visuales
	34.3. Método de coordenadas
	34.4. Método de trazas y puntos de fuga
	34.5. Método de planta y altura. Geometral auxiliar

	34.6. Método de abatimiento
	34.7. Método de corte. Perspectiva frontal
	34.8. Método de planta y vistas separadas
	34.9. Método de Reile
	34.10. Perspectiva de terrenos. Contorno aparente

	Cuadro inclinado

	34.11. Generalidades
	34.12. Propiedades
	34.13. Caso general
	34.14. Geometral auxiliar
	34.15. Perspectivas de suelo y techo o de cuadro horizontal


	35. Restituciones perspectivas. Reflejos y sombras

	35.1. Generalidades
	35.2. Restitución de cuadro vertical
	35.3. Restitución de cuadro inclinado
	35.4. Resumen
	Reflejos

	35.5. Generalidades
	35.6. Simetría de imágenes de cuadro vertical
	35.7. Partes vistas de figuras reflejadas
	35.8. Dibujo de reflejos
	Sombras

	35.9. Iluminación
	35.10. Sombra arrojada sobre el horizontal
	35.11. Sombras sobre planos verticales
	35.12. Sombras sobre otras superficies


	V. Gnomónica y reloj de sol

	36. Proyección gnomónica

	36.1. Generalidades
	36.2. Representación de la recta
	36.3. Representación del plano
	36.4. Abatimiento
	36.5. Perpendicularidad
	Ejercicios

	36.6. Plano bisectro de un diedro

	36.7. Ángulo de recta y plano

	36.8. Recta contenida en un plano y que forme con el cuadro un ángulo dado

	36.9. Triedro trirectángulo de caras cuyas trazas forman un triángulo isósceles de base conocida

	36.10. Triedro dado por un diedro y las caras que lo forman


	37. Reloj de sol

	37.1. Generalidades
	37.2. Coordenadas geográficas
	37.3. Orientación
	37.4. Esfera celeste
	37.5. Movimientos aparentes del Sol
	37.6. Coordenadas horizontales
	37.7. Recorrido del Sol por el horizonte
	37.8. Medida del tiempo. Clases de horas
	37.9. Convenios gnomómicos
	Construcción de relojes de sol

	37.10. Reloj de sol ecuatorial
	37.11. Reloj horizontal
	37.12. Relojes verticales
	37.13. Reloj meridional orientado
	37.14. Reloj occidental orientado
	37.15. Reloj declinante
	37.16. Observaciones


	Índice de materias


